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PRÉFACE 


La complexité des problèmes de la théorie de l’élasticité ainsi 
que la diversité des méthodes de résolution de ces problèmes oblige 
les étudiants se spécialisant dans cette discipline de puiser l’infor- 
mation à des sources nombreuses : monographies, manuels et articles 
de revues scientifiques. 

Dans le présent manuel i’auteur s’est efforcé à rassembler au 
méme endroit tous les matériaux fondamentaux qui permettent 
d'utiliser pratiquement les équations de la théorie de l'élasticité. 

Ce manuel embrasse toutes les branches de la théorie mathématique 
de l'élasticité. 

On y a inclu leséquations théoriques et les formules avec des brèves 
explications nécessaires à la résolution des problèmes dans lesquels 
sont satisfaites toutes les équations fondamentales de la théorie de 
l’élasticité ainsi que les conditions aux limites. 

Les problèmes proposés illustrent le texte du cours théorique en 
le complétant à certains égards. 

Outre les problèmes classiques, on a inséré dans ce manuel des 
problèmes présentant un intérêt pratique ou se caractérisant par 
l’utilisation de tel ou tel mode de résolution. Le manuel comporte 
pour l’essenticl des problèmes résolus; dans le but de stimuler le 
travail personnel, on a indiqué des variantes différentes de solu- 
tion (B) se différenciant, soit par la nature des difficultés, soit par 
les conditions aux limites et, pour lesquelles, sont données les répon- 
ses ou de références aux sources. 

Les équations théoriques sont données en coordonnées curvilignes 
orthogonales &,, &+, &;, ainsi que dans trois systèmes de coordonnées 
particulières: rectangulaire, cylindrique et sphérique et, pour le 
plan, en coordonnées rectangulaires et polaires. D’autres systèmes 
de coordonnées ne sont utilisés que pour des problèmes isolés. 

Les solutions sont données en utilisant les constantes élastiques Æ, 
6, ainsi que les paramètres À, G. 

L'auteur n’a pas tenu à unifier la marche à suivre dans la résolu- 
tion des problèmes mais s'est efforcé, au contraire, d'utiliser divers 
modes de calcul pour compléter les explications théoriques. 

Dans le premier chapitre sont étudiées les équations d'équilibre 
et les conditions aux limites, les formules nécessaires à l'étude de 
l'état de contrainte en un point, ainsi que les problèmes s’y rappor- 
tant. 

Le deuxième chapitre est réservé à l'étude des déformations. 
Dans les problèmes proposés on a utilisé, à côté d’autres coordonnées, 
les coordonnées planes paraboliques et elliptiques. 

Le troisième chapitre est consacré à l'application des équations 
générales à la résolution de problèmes particuliers de la ET 
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l’élasticité: à symétrie polaire et à axes de symétrie en systèmes 
variés d'axes de coordonnées. 

Dans le quatrième chapitre on a montré comment il faut appliquer 
les solutions générales des équations de la théorie de l'élasticité 
à une série de problèmes de grande importance pratique. 

Le cinquième chapitre analyse divers modes de résolution des 
problèmes plans en coordonnées rectangulaires. Les problèmes sont 
résolus en faisant appel aux relations contraintes-déplacements, 
à la variable complexe, à la méthode des fonctions initiales, aux 
solutions aux limites homogènes, à la méthode de différences finies. 

Le chapitre sixième fournit les équations du problème plan 
en coordonnées polaires et étudie les méthodes de résolution des 
problèmes dans ces coordonnées. 

Le septième chapitre est consacré à la torsion des barres prisma- 
tiques et cylindriques de sections constante et variable. 

Les problèmes des contraintes et des déformations d'origine 
thermique sont traités dans le huitième chapitre. 

Les problèmes de Hertz, en connexion avec la détermination des 
états de contrainte et de déformation dans la zone de contact de deux 
corps, sont analysés dans le reuvième chapitre. 

Le chapitre dirième traite des équations dynamiques du problème 
de la théorie de l'élasticité. On y étudie les ondes stationnaires liées 
aux oscillations des corps élastiques, les contraintes provoquées par 
la rotation des corps et la propagation au sein de ces derniers d'ondes 
élastiques engendrées par l’action excitatrice d'une source motrice 
ou thermique. 

Le chapitre onzième est consacré aux théorèmes généraux de la 
théorie de l'élasticité, aux principes variationnels et aux méthodes 
variationnelles qui en découlent de résolution des problèmes de la 
théorie de l’élasticité. 

On a apporté à la seconde édition du livre les corrections néces- 
saires ainsi que des additions qui ont étendu la classe des problèmes 
thermo-élastiques (chapitre 8), des problèmes thermodynamiques 
(chapitre 10) ainsi que du calcul des poutres-cloisons (chapitre 5); on 
a étendu de même le chapitre 4 consacré aux résolutions générales des 
équations fondamentales de la théorie de l’élasticité et on a égale- 
ment complété la liste des ouvrages recommandés. 

L'auteur remercie chaleureusement le docteur ès sciences techni- 
ques À. Alexandrov pour ses remarques formulées au cours de la 
préparation du livre à l'édition ainsi que les lecteurs ayant envoyé 
leurs observations sur la première édition de l'ouvrage. 


NOTATIONS ET DÉFINITIONS 


js Ge, &G3 — Coordonnées curvilignes orthogonales 
Z, ÿ, z — Coordonnées cartésiennes 
r, B, z — coordonnées cylindriques 
r, B, &« — coordonnées sphériques 


Uxs Uys Uzs | — projections du déplacement du point u sur les coor- 
Us Ur Us onnées fixes de l'axe (zx, y, z; r, B, z; r, B, &«) — 
U, Up, Ug composantes du vecteur déplacement 

Xss Yxs Zx3\ — Composantes du tenseur des contraintes en coordon- 

X y Yy G] nées rectangulaires 

À Ya Le 
R,, B,, Z,,) — idem en coordonnées cylindriques 

Rp" D» Z ; 

29 2? z 


t 


R,, B,, À,, 
Rp, Bp, Ag, — idem en coordonnées sphériques 
Ros Bar An 
p — densité du matériau 
34 + 2G Det os ces de 
E — CE — module d'élasticité longitudinale 
O — RFC — nombre de Poisson 
E 
H=C=3t+a 
Eo — paramètres de Lameé 


” (+0) ({—20) 
Exxs Cxyr Éx2s 


Eyxr Cyyr Cyz 
Czxs Czyr Czz 


— composantes du tenseur des déformations dans le 
système de coordonnées rectangulaires 


T — temps 
t — température 
Cyr Tys Py — contraintes normale, tangentielle et totale à l'élé- 
ment de surface de normale v 


O1» Oo+ Os — principales contraintes normales en un point 
Tor Tes» T3, — principales contraintes tangentielles en un point 
J,, J2, Ja — invariants du tenseur des contraintes en un point 
Ty, los Ts — invariants du tenseur des déformations en un point 
E = T + U = T — TN — énergie potentielle totale du corps 
IL — énergie potentielle de déformation 
T — travail des forces extérieures 
U — travail des forces intérieures 


K — énergie cinétique 


CHAPITRE PREMIER 


THÉORIE DES CONTRAINTES 


I. ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE STATIQUE ET DYNAMIQUE 


1. Coordonnées curvilignes orthogonales 


9 (11hA) Î VLA dgy 
da h 2 > Er 0h + 


(4 VrAfgh 
HD (HE) + HAVE = AVR, (14) 


où &., &, Sont les coordonnées curvilignes orthogonales (plans 
mutuellement perpendiculaires) ; 
H},, V, les contraintes normales; 
V, = H, les contraintes tangentielles ; 
Eh» £, les coefficients de première forme quadratique; 


dsè= Ÿ Ÿ 2 8ndar 
CE 
= Ve, e 


V gndax= ds, est la longueur de l'élément de la ligne des 
coordonnées : 


oc 
cos (cts, x) = h Ho 


cos (@s, y) = Va à , { cosinus directeurs de la normale à la 


j surface &@, au point (&:, &.. & 
cos (œ4, )=Va 1 1 P (@y, Go, 3); 


A — VER, coefficient de l’unité de volume ; 
AV = A da, das das volume élémentaire : 

H force due à la masse rapportée à l'uni- 
té de volume dans la direction de la 
coordonnée ©, ; 

Un, Uy déplacements dans la direction des co- 
ordonnées curvilignes. 


2. Coordonnées rectangulaires 


Œy = TZ, Go —= Y, A3 — Z — plans, 
Li = Lo = £3 = 1, À = 1, dV — dx dy dz, ds° = dr° + dy° + dz2. 


Equations d'équilibre : 


a + Lu PE + 2£ + X — 0 = p x ) | 
OYx+ _ o°uy 
TE + 2 +Y=0 (=o5#), | (40) 
0Z+ 2, 0Z; : __. ou 
EPL oy LE +Z=0 (=e me) » 
où À, Ÿ, Z sont les projections des forces volumiques sur les axes 
ZT, Y, Z 


3. Coordonnées cylindriques 


%@, = r — cylindres de révolution; 
@s = P — plans passant par l'axe Oz; 
&3 = z — plans parallèles au plan rOy (fig. 1). 


De la figure 1 il s'ensuit x = rcosf, y =rsinf, 7; 
d'où gg =1,g =r",g; =1; A =r, 
dV = r dr dB dz; ds -: dr° + r° dfjf + dz°. 
Equations d'équilibre: 


1 LT pue __. du, 

Far RD ed + RO (GE), | 

1 1 KZ 2 … du 

= — (r2B r)+— "B. + + = 0 (—e EE ), | (1 1b) 
1 | Fe . … au, 

LL (rz)++ ++ Z = (=e FETE }, J 

R, B, Z étant les  rojections des forces volumiques sur les axes r, 

B, z. 
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4. Coordonnées sphériques 
@ = r — sphères; 
&s = P — plans passant par l’axe Oz; 


&s — à — cônes de sommet au point © (fig. 2). 
De la figure 2 il s'ensuit 


zx =rsinacosf, y =rsinasinf, z—rcosa, 


[HI 


d’où 
BH =1,g = sin a, g;3=r";, A=rsina, 
dV = r* sin « dr df da, 
ds® = dr° + r° sin° & df° + r° da*. 
Equations d'équilibre: 


dr rsina dB Fr CNT a | 
2Rr— Bÿ—Ac+Ra ciga _ ( - LL 0° Up 
+ r - R=0 Poe /: 
Br 1 . 0Bg u 1. 0Bx + 
Fr ‘ rsinæ Of Tr où 11 
+ Br 2Ba Ra p_.0 ( _, Puy | { (1.10) 
r ot: 
94, , 1 0A8 : JL d0Â% n. 
or V'rsma dB Or va 
(Aa— Bp)ciga+-34, , 4 d'u | 
+ r +4=0 [=p ÔT* | 
R, B, À sont les projections des forces volumiques sur les axes r 


B, &. 


II. CONDITIONS À LA SURFACE 


Les conditions aux limites locales sont vraies pour chaque point 
de la surface du corps à normale v et prennent. la forme 


À, = Xl + X,ym + X:n, 
Y, = Yi + Y ym + Yin, (1.2) 
Zy = Zl+ Z,m + Zn, 
où L — cos (x, v),m —= cos (y, v), n — cos (z, v), L* + m° + n° —=1. 
Les conditions aux limites intégrales, vraies pour une partie de 
la surface du corps, généralement constituant des plans, traduisent 


que la somme des contraintes sollicitant la surface est égale aux 
forces extérieures (problème 9.3). 


Les contraintes normale et tangentielle s’exerçant sur la surface 
élémentaire à normale v sont respectivement égales: 


oy = XL + Y ,m® + Z.n? + 2X im + 2Y .mn +27,nl, | 13 
T= VXR+YE + ZE oi. (1.5) 
La contrainte totale p,— V0? + ti. 
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III. ÉTAT DE CONTRAINTE EN UN POINT 


Les contraintes normales principales au point 0, 6:, 63 sont 
définies comme des racines de l’équation cubique: 


où — Jo? + J,6 — J4 = 0, (1.4) 


où J'; sont des invariants (grandeurs indépendantes du choix d’axes 


Fig. 3 


de coordonnées) du tenseur des contraintes qui sont respectivement 
égaux à: 

Ji=X;+Y,+2,(R,; + Bp+2Z., etc.), 

Jo=XYy+X sels + Y y: XE—-YE— Zi, 


z (1.5) 
Ly |. | 
| 


Les invariants du tenseur des contrainte- s'expriment en tonction 
des contraintes principales ainsi: 


Ji O1 + Où + Os Ja = C102 + 0103 + O208 J3— 0102038 (1.6) 
Les contraintes tangentielles principales s’obtiennent d'après 
les formules : 


4 1 Î = 
To = + 7 (01 — 02), To3 = 5 (02 — 03), Ta = + - (03 —0:). (1.7) 


Les valeurs des contraintes normales et tangentielles sur un élé- 
ment de surface quelconque passant par le point considéré se situent 
sur la partie hachurée du plan 0,7, (fig. 3, a). 
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Au cas où 01 >0, >> 0, les valeurs extrémales de la contrainte 
e 1 LA LÉ e 3 L] « . 
tangentielle sont définies d’après les formules 


Tmax = + 2, (1.8) 
min 7 


Les éléments de surface que sollicitent les contraintes tangentiel- 
les extrémales sont indiqués sur la figure 3, b. 


Problèmes 


1.1. Exprimer les équations d'équilibre d’un parallélépipède 
infiniment petit découpé dans le corps sur lequel agit une force d’at- 
traction due à la masse A7 située au point E, n, € (fig. à). 


La masse du parallélépipède est dm — p dV, où dV = dr dy dz. 
La distance séparant les masses dm et M est: 
r= VE ++ ED. 
Selon la loi de Newton entre les masses dm et M se manifeste 
la force d'attraction 


dF _— LE 7 _ k2 a d L’ 


L 


où 4° est la constante de gravitation. 


M(E,n,5) 


Les projections de la force dF sur les axes de coordonnées sont 
égales à : 
dF,=h2 8 av cos(r, 2) = ke LL (E— x) dV, 


Tr 


aF,= ke BE dV cos (r, y) = k2 LE (n— y) dV, 


r2 


aF,=k 8 dv cos(r, 2)=k2 22 (t— 2) av. 
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En portant les valeurs de df,.,, .: dans l'équation (1.1a) et en 
simplifiant par le volume élémentaire dV, il vient : 


0Xx . OXy + -2Xe k2M 


RE + + + pe (E— 2) = 0, 
dYx . dy aY. 

UT + oy LL Üz 
0Zx dLy ! ns 

UE 4 ou T T5 ( = 2) — 


1.2. Exprimer les équations d'équilibre d’un parallélépipède 


ne! ” (4, v) 
x < 
dy S 
y Û 
(ZT, V) 
dr <0 
= 4, D … Suivant Le dy >0 


contour 


Z 


Fig. 5 Fig. 6 


infiniment petit découpé dans le corps posé sur la surface terrestre 
et soumis à la gravitation terrestre (fig. 9). 


En posant que (ë — x) — (n — y) = 0 et (£ — z) & r (proble- 
me 1.1), on obtient 


dF,=dF,=0, €, = p ET av = pg dV, 


où g = Æ*M/r° — 980,616 cm/s° est l'accélération de la chute libre; 


k? = 6,67-10 cm°/g-s* est la constante de gravitation; 
M = 5,98-10* g la masse de la Terre; 
r = 6,3783-108 cm le ravon de la Terre. 
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Les équations (1.1a) prennent la forme: 


OX + _ 2% 

IE à a TX = 0, 

0Ÿ« , » _ 

œ OT dy‘ 0, 

0Z oz 22 
tn + + p8 = 0. 


1.3. Exprimer les conditions aux limites, calculer les contraintes 
et les déformations pour le corps ABCD de faible épaisseur sollicité 
par une charge de compression qui agit normalement suivant le 
contour du corps avec une intensité p (fig. 6). Les forces volumiques 
sont considérées comme nulles. 


D'après les équations (1.2); 
X, = À, cos (x, v) + X, cos (y, v), 
Y, = Ÿ, cos (x, v) + Y , cos (y, v). 


Les valeurs du cosinus doivent être choisies pour des valeurs 
positives de dx et dy, c'est-à-dire pour le tronçon AB: 


cos (x, = (4-ième quadrant), , 
cos (y, v) — _—— (3-ième quadrant). 


Les conditions aux limites prennent la forme : 
—p cos (x, v) = À, cos (rx, v) + X, cos (y, v), 
—)p cos (y, v) — Ye cos (x, v) + Yy cos (y, v), 
soit 


» d 
p=—X,+X, © TR p=Ys Ts. 


L'état de contrainte au sein du corps se caractérise par un système 
de contraintes satisfaisant aux équations d'équilibre et aux condi- 
tions aux limites: 


Xx = Yy=—p, À, =Y, = 0. 
Les déformations seront : 


P(A—0) Exy = 0. 


Exx = Eyy = — E , 


Pour un corps de configuration arbitraire, on aura: 


Xe =Yy=2,; = —-p, X,=Y,; =2, = 0, 
Exx = Cyy = €z2 = —PlK, exy = ep = zx = 0, 
0 — —3p/K, 


où À = ÆE/(1 — 20) est un module triple de compression triaxiale. 
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1.4. Exprimer les conditions aux limites d’un profilé triangulaire 
de faible épaisseur auquel on applique suivant la ligne OB la charge 


qg = yy (Fig. f). 


Suivant la ligne OA (x == y ig B), on a: 
cos (x, v) = cos (360 — B) = cos f, 
cos (y, v) = cos (270 — B) = —sin f, 
Xy = Y,y = 0, les conditions aux limites prenant la forme: 
X,; cos — X,sinf —0, Y,cosf — Y, sin Bf = 0. 
Suivant la ligne OB (x — 0), on a: 
cos (x, v)—cos 180° — —1, cos(y, v) — cos 90° —0, 
X, = yy étant la charge coïncidant avec la direction positive de 
l’axe Or, 
Y, = 0. 
Les conditions aux limites sont : 
X, = —Yy, Y, = 0. 


1.5. Vérifier à quelles conditions satisfait le système électrosta- 
tique de contraintes maxwelliennes. 


7 12 aU \2 aU \2 1 OU  aU 
Lea) (5) (7) Leg 
[OT ve 

V  &8n ôy oz Ôx ’ ? 4 y  0z ? 
nm) () (LT, 22422 
Z 8n EL ox 0y , * 4x 0: 0x : 


Réponse: 1) L'équilibre s'établit pour 

0? 92 9? 
2 — 1 = fe mme = (, 
VU (+ a + 923 }v 
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2) 11 y a équilibre avec les forces dues aux masses pour 


1 OU ôU AU 
À Y2= TT va | ôz * Ôôy 7) 


1.6. En l’absence de forces dues aux masses les contraintes 
peuvent s'exprimer au moyen de trois fonctions des contraintes. 

Vérifier par substitution dans les équations homogènes (1.1a) 
les systèmes des contraintes suivants: 

1) système de Maxwell (1870): 


_ Ca 07% _ 0#{s 
À> y? Fi Xy= — Ôzx ôy ? 
__ 04e 0% Cp ES 
Yy= > BÈLE Oz? ? Ye= — dy 8z ? 
_ {5 0°Y2 _ 0% 

Z:= Ôzi + dy? ? Zx= 0z Ôz 


2) système de Morera (1892) *): 


x = Th | 2 | 

% Ôx 0y 0z ? y ee , 2 G:0r0y * 
X — 5 (SU CRU + Pa T%), 

Y— 2 0z \ or + 
Y,= st (is Ba _ Pa) 

z 2 0x \ dy* dz Ôxz3 J? 
AE _ 1,9 ( CRUE + Po __ 87@s ]. 

2" og \ où Tor opt 


Les fonctions mentionnées se déterminent à partir des équations 
[2] : 


2 9? 92 
[+ (o—2) v2 | tx X2+-7%Xs=0, 
2 3 
FH ut[+(o—2) V2 | 4247 %5 = 0, 
2 3 Fe 
Ze ter de + [5 + (6 —2) v2| X3=0, 
et 


+ov) qi (+) (pe + ps) = 0, 


= +0V2) qe (5 ++) (ps + pr) = 0, 


(ton) ps (+) (oi +) = 


*) Pour d'autres formes de représentation voir: Buox B. H. Teopun yYapy- 
rocru. Max. T'Y, XapesKkos, 1964, crp. 314 (en russe). 
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1.7. Problème de Lamé (1859). 

Etablir les équations d'équilibre en coordonnées curvilignes 
isostatiques de Lamé pour un état plan des contraintes (courbes 
coïncidant en chaque point avec la direction des contraintes princi- 
pales o, et ©). 


Soit s, la courbe isostatique coïncidant avec la direction de 
contrainte principale o,, tandis que s, est la courbe isostatique coïn- 
cidant avec 0,; p, et p. sont les rayons de courbure de ces courbes 
isostatiques (fig. 8). 


Fig. 8 


En isolant au moyen de deux paires de courbes isostatiques int 
finiment rapprochées l'élément de surface ABCD et en établissan- 
les conditions de son équilibre, il vient 


00: O1 — Oo … 
Ôs: + Pa + Si — 0, 
00» Oy — Oo E 
ES + A + S2=0, 


où ,S; sont les projections de la force volumique sur la direction ds;. 
1.8. Au point M d’un corps élastique les contraintes principales 
sont : 


©, — 50 N/cm°, ©, = —50 N/cm*, o, = 75 N/cm*. 


Chercher les contraintes p, totale, ©, normale et t, tangentielle 
sollicitant l'élément de surface également incliné par rapport aux 
axes principaux (fig. 9). 


Le problème se résout en utilisant les équations (1.2) et (1.3). 
Réponse: p, — 59,5 N/cm?, o, — 25 N/cm?, t, — 54,1 N/cm'. 
18 


1.9. En un point du corps élastique se manifestent les contrain- 
tes X,, Y' y Zu Y > et À, (fig. 10). Les contraintes Y, = Z, — 0. 
Chercher les contraintes normales principales o; et les contraintes 


s’exerçant sur l’élément de surface parallèle à l’axe z, dont la norma- 
le forme avec l’axe x l'angle @. 


Fig. 10 


Le problème se résout en utilisant les équations (1.4) et (1.3). 
Réponse : 


0, = À, cos a +r, sin® « + X,, Sin 2a, 


Ty = _ (Yy—X x) sin 24+- X,, cos 24, 


— 2 
Zy=0 ; a. Let + (2) + X5. 


1.10. En un point du corps élastique les contraintes sont: 
X, = 50 N/cm°,Y, = 0,Z, — —30 N/cm°, À, — 50 N/cm°, Y ,— 
— —75 N/cm°, Z, — 80 N/cmi. 


Chercher les contraintes principales normales et tangentielles. 


Le problème se résout en utilisant les équations (1.4), (1.5) 
et (1.8). 


Réponse: 01 — 99,3 N/emi, © = 58,8 N/cm?, 03 = —138 N/cm?, toax = 
= 118,6 N/cm2. 
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route CHAPITRE 2 
: __ THÉORIE DES DÉFORMATIONS 


I. ÉQUATIONS DES DÉFORMATIONS 
EN COORDONNÉES ORTHOGONALES 


1. Coordonnées curvilignes 


1 Ouh 1 Ô V Eh 
Enhk = — = U 
MO Ven 0h +2 Vengs 9% 


(2.1) 


Ve ()+/ EE (2e), 
hv £v 0@, V' eh £h 0h Ve 


où en est la déformation linéaire relative; 
en la déformation angulaire relative. 
La dilatation cubique est 


> Ehh = + [3 (V'ggs us) + 


+ ALFA u>) +2 0@s (V'agus) |. (2.2) 


Les composantes de la rotation élémentaire sont: 


MH TE ps —— |; (V gs us) — Gs 7 (Veru) | , 
= (ou (Vau)—-(Vau)], (23) 


| = | aus (Ver) — 3 (Vans) ]. 


Notons que sur la base des formules du calcul vectoriel 
(div.rot.u — 0) les composantes de la rotation satisfont identique- 
ment à l'égalité 


EX (V8 @s) + a. (V8 ©2) + + 7 (Vei82 &s) =0. 


Pour l'équation de continuité des déformations en coordonnées 
curvilignes voir références [2]. 
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2. Coordonnées rectangulaires 
Mesure des coordonnées en fonction des déplacements: 


Ôr = u,, Ôy =u,y, Ôz = u,. 


Equations des déformations: 


du x Ouy __ du, 


Exy = PE + Tu , e= Ps + Ôus es e.— de + _ | (2.12) 
Dilatation cubique 
p — Ps + . + 2 (2.22) 
Composantes de la rotation 
(he) ot (dede). 
on (ed) eau 


Equations de continuité des déformations: 


derx + d*eyy _ d°exy 
0y* Or? 0x 0y ? 
Deyn à ezz __ dep: 
TR To ôÿ dy o: * 
ô*e.. + 0?exx _ d°e;x 
Ôx° 0° 0: 0x ? (2 4a) 
9 de,x + dry … dey: | — go xx d° € xx . 
oz | ôy 0: Ôz “dy 8: ? 
Ô eg Que — dEzx \ _9 deyy 
AE FT — }=2 0 ôz ? 
(Se de. ee __ dexy ) _ de; 
0z Oz Oy 


Le premier groupe d’identités de Saint-Venant traduit la conti- 
nuité de courbures des fibres déformées du corps, le second la conti- 


nuité d’angles relatifs de torsion [3]. 
Pour le problème plan en coordonnées rectangulaires seule inter- 


vient la première équation de (2.4a). 
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3. Coordonnées cylindriques 
Mesure des coordonnées en fonction des déplacements: 
ôr = u,, ÔB = up/r, Ôz = u,. 


Equations des déformations: 


Er gr Br D Tr, HZ 
1 du oup up 
EB— ES + ôr +0 (2.1b) 


Dilatation cubique 
__ 1 G(ru;) 1  Oug OU, 
= + nd (2.2b) 


Composantes de la rotation 


Or z TE Le 
m=r(— a) | 8 


Our 


ô 
= [+ Gus) gg e 


Equations de continuité des déformations: 


Oerr | Oezz __ 0er; 
dz° ôr3  Ôôrôz ? 
CRTT 14  ô?e,. de; 1 à / dep. 


1 12 — : 
2? rè op? LS ôr =. ( ET + er), 
1 Per 41.6 (rites) _ Dé L 1,  (reon 


r Of? r  ôr ôr or r ar dB ”? 
d?e,p 92 ep: 1  d2e,, 0? CHE 
ôz° Tr (Æ) Or Bd — 2 ôB or (=) ù (2.4b) 
[+ S2 +. cs) | €rz | — 
ôr Lr or r3 ür dz ôr ÔB r 
_____ 2 ferr 
Eu r.  0B9z 
Oerz 0% (rep) ___ df(repr) _ r LA Le __ 4 (regg) | 
EE ôr dB Dz08 "87 [Tr a Jr 


Pour un problème plan en coordonnées polaires r et B seule inter- 
vient la troisième équation, car e,, — eg; = €,, = 0, tandis que 
les déformations restantes sont fonction de r et f. 
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4. Coordonnées sphériques 
Mesure des coordonnées en fonction des déplacements: 
ôr — u,, ÔB = ug/(rsina), 6x = u,/r. 


Equations des déformations: 


er, aa ( Se +u, \ 

esp =+ (——- Fe +u+uactga), «| 

= me tar (ee): (2.10) 

A | 

Ba — ri [= Er | 
Dilatation cure 

+ (ru) + — Te [2 (te sin œ) + Fe . (2.20) 

Composantes de la rotation : 

D Rx twsine)]. 

= 3 FE or arilrue)] (2.3c) 

Va = ns [ (rues sin a) |. 


Pour les équations de continuité des déformations voir référence [2]. 


II. ÉTAT DE DÉFORMATION EN UN POINT 


Les déformations principales en un point —e,, e,, es *) se défi- 
aissent par les trois racines de l'équation: 


2 (Exx — e) Exy Exz 
Eyx 2(e,, — e) Cyz = (. (2.5) 
|. Czx Czy 2 (2: — e) 


Les trois racines réelles de l'équation cubique (2.5) fournissent 
les trois principaux allongements e,, 2, es. 
Sous forme développée le déterminant (2.5) devient 


e3 — Lie + Ze — I, = 0, (2.6) 


*) Pour les directions principales (7, 2, 3) les composantes du cisaille - 
ment sont nulles. 


( 


li = ex + dyy F Ezz = C1 + 6e + Es; 
Ta = Exxlyy FT Eyyezz FT EzrËxx — (y + €: + ea = 
= 6109 + 023 + sl 
Ts = Cxxl y yezz + Exyey2€2xlà — 
— (erxeiz + eyyeix + Ez16xy)/4 = exeses, (2.7) 
T; étant les invariants de l’état de déformation au point considéré. 
Les cosinus directeurs des déformations principales e; se détermi- 
nent d’après les équations: 
2 (es — ei) h + ExyMi + Exzlty = 0, 
Eyxli + 2 (eyy — ei) Mi + eysr = 0, | (2.8) 
Ezxli + EzyMi + 2 (e:; — ei) ni = 0, 
compte tenu de l'équation 
ŒE + mi + ni = 1. (2.9) 
L'allongement relatif de l'élément linéaire, dont la direction 


est caractérisée par les cosinus !, m, n, se détermine au moyen de la 
formule 


= el + e,,m° + e,,n° + e, ,lm + e,,mn + e,,nl. (2.10) 


III. FORMULE DE CESARO [1] 


Etablissons d'après les équations (2.1), pour le cas de coordonnées 
rectangulaires (formule (2.1a)), la définition des déplacementsu, u,. 


Uxs = Uxo + O0 (Zs — 202 — ©:0 (ya — Yo)/2 + 
+ | (U, dz—U, dy+U, di), 


MiMo 
Lys = Ugo + ©20 (Ti — To) — Oxo (21 — 20)/2 + 


+ | (Widz+V,dy+v,d), 


Mi1Mo 
Us = Ug + Oxo (Ya — Yo) — O yo (Ta — Zo)/2+ 
+ | (Widz+W,dy+W,d), (2.11) 
s M:Mo 

ou  . - 
U,=ess+(yi— y) (2 TE — Sau + (Z2, — 2) (2 Les — —— ze) = 1P: 
Uy=eyl2+ (uv) (Le du —25u ” eu) 24 (a— 2) ( du — Zu) 0; 
Us =exl2+(ys—y) (= tn — ë) )/2+ (a— 2) (Se Le Dess 3 )/2. 


(2.12) 
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Les grandeurs V,, V,, V. et W., W,, W, s'obtiennent à partir de 
(2.12) par permutation circulaire des lettres x, y, z. L'indice 0 se 
rapporte au point M, et l'indice 1 au point M.. 


Problèmes 


2.1. On donne les déplacements : 
{) correspondant au système de contraintes de Maxwell 


ô 
2Gux = (X2—X3— X4); 
q e 
2Guy = (Xs— XX): 
ô 
2Gu, = En (Xi — X2 — %s) : 
2) correspondant au système de Morera 


gd 
Eu, = dy d [4 — 0 (De + Ps)] : 


à 
Eu,=——— [p:— o(P3 + p)]: 


2 
Eu, — —— [Ps — 0 (pi + P2)],: 
voir problème 1.6; 

3) u, = —zxz/a, u, = oxyla, u, = [2° + © (2° — y*)]/(2a), où a 
est une constante. 

Chercher les déformations et montrer qu’elles satisfont aux équa- 
tions de continuité des déformations (2.4a). 

2.2. Problème de Saint-Venant (1855). 

Une barre cylindrique ou prismatique dont les génératrices sont 
parallèles à l’axe z qui coïncide avec la ligne des centres de gravité 


E 
M=— m= 524 


TV d'=adrdy 
Fig. 11 
des sections transversales est fléchie à ses bouts par des couples 


M = ET,/a situés dans le plan xOz (fig. 11,a). 
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Chercher les états de tension et de déformation. 


On pose 
Z, = —Ezxl/a, 


où a est une constante, tandis que les autres composantes du tenseur 
des contraintes sont nulles. Le système des contraintes adopté satis- 
fait aux équations (1.1a) en l’absence des forces dues aux masses et 
aux conditions aux limites (1.2) suivant la surface latérale. 

Aux sections des extrémités on a 


, 7 E . 
== -|2.4r= || + rray, 
F 
d'où 7, — | | z° dx dy] qui est le moment d'inertie de l'aire de la 
F 


section par rapport à l’axe y. 
Le moment des contraintes par rapport à l'axe x est nul vu que 
les axes x et y sont considérés comme des axes principaux. 


Le vecteur principal des contraintes {| Z, dx dy est nul, car 
F 


l’axe Oz coïncide avec la ligne des centres de gravité. 
Les composantes des déformations, selon les équations (3.1), 
valent : 
dux Ôuy OZ GITE z | 


(a) 


Qu. h 
= + 


ses déformations obtenues satisfont aux conditions de conti- 
auité (2.4a). En intégrant les équations (a), il vient: 
un = [22 + or —ye)], Uy =<ity, U, — —+ . 

La ligne des centres des sections transversales se déplace suivant 
la loi u, — z°/(2a) et, pour des grandes valeurs de a, elle peut être 
assimilée à un cercle de rayon a = EI,/M et de centre au point 
z = a, z = 0, appelé centre de courbure. 

Sur la figure 11,b est représentée la déformation de la section 
transversale qui a la forme d'un rectangle. 

2.3. L'action d’une force ponctuelle P sur le demi-espace z > 0 
engendre des déplacements égaux (voir le problème 4.4): 


__ _P 4 — 20 2 Z . 

Me ne (Rs RE) 

__ P 1—20 2 \ y. 

= 75 | R+: —#)*# 
2 


1 
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RmVz+y2+ 722. 


Chercher les déformations et vérifier si elles satisfont aux équa- 
tions de continuité des déformations (2.4a). 

2.4. Calculer la dilatation cubique pour les cas de coordonnées 
planes orthogonales suivantes : coordonnées paraboliques (les confo- 
cales &, et «. sont des paraboles), coordonnées elliptiques (les confo- 
cales &, sont des hyperboles et &, des ellipses). 


Pour un problème plan la dilatation cubique, selon la formule 
(2.2), se calcule d’après la formule 


8— D en = [ 2 (Veru, )+ (V8 de) | , 
où 
n=(5) +(2), A=Vae, dV= Ada das, 
ds = dsi + ds, = g1 da + g2 dus. 
Utilisant l’expression complexe posons 
Œi + ide = f (x + iy), 


où f (...) est une fonction analytique. 
Coordonnées paraboliques (fig. 12): 


+ it =VI2(r+iy, ma =Vr Ex, Ge = Vr—x, 
où r — V x + y* est la distance du foyer (x — y — 0); 


2 
z= TE, O<a< oo, y= + am, 0 La < 00. 
= e=di+a, A= Vire) a+ ai 
1 0 7 d FT 
= pren Lan Varau + Vairau] 


Coordonnées elliptiques (fig. 13): 
a + ia, = arc sin (x + iy)/a, sin &; = (s, — s,)/(2a), ch & — 


= (s, + s,)/(2a), où 
Sy — V(z+a} + y, S2 — V(z—a}— 72 


sont les distances du point M (x, y) des foyers situés sur l’axe x aux 
points zi=—a et ma; z—=asinachæ, 0OLa<2n; y= 
—+cosashaæ, 0<Kaœ<oo; gi g2—a? (cos? a, + sh? œ) = a? x 
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1 
5 3 a* (cos® &«, +sh®@) 
X = (V'cos? &, + sh? Gus) + (V cos? a, + sh2 Lo u2) | 
M" ° e 2 . _. : 
Si aux coordonnées &, et &. vient se joindre une troisième coor- 
donnée indépendante des deux premières &; — z, on obtiendra des 


X (ch?a;—sin2a); A=a2(cosa;+sh?æ); 60 — X 


CT: 
sin?a,y cos?a, 


Fig. 12 Fig. 13 


coordonnées cylindriques spatiales respectivement paraboliques et 
elliptiques. 

2.5. Trouver les valeurs des déplacements ,, u, et u,; pour 
lesquelles les composantes de la rotation sont nulles. 


En égalant à zéro l'expression (2.3), il vient: 


__2® _2®, ,__ 2 _2®, ,__2® _ 2 
E V 61 08 68 ° V 82 02 053 ° V 83 0@ 9Ss ? 
Donc la rotation s’évanouit (©, = w: = &©3 = 0), lorsque les 
projections des déplacements sont des dérivées partielles par rapport 
aux longueurs des lignes de coordonnées de la même fonction ® 
représentant le potentiel des déplacements. 
Aux cas de coordonnées rectangulaires (g,= £g2= £g3—=1)u,=— 
2m 20 20 
0x * VW  üy ? 27 dd” 
2.6. Une plaque rectangulaire d'épaisseur À est limitée par les 
plans z — —+h/2 et est sollicitée par des moments fléchissants M, 
et M, dont l’action se distribue de façon uniforme à ses extrémités 
(fig. 14,a). 

Déterminer les grandeurs des moments pour lesquelles les courbures 
dans les plans zOz et yOz sont positives, c'est-à-dire que les centres 
de courbures se disposent dans le sens positif de l’axe z. 


U; 
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Posons 
X,; = Eaz, YŸ, = Ebz, 


où a et b sont des constantes, tandis que les autres composantes du 
tenseur des contraintes sont nulles. 

Le système des contraintes adopté satisfait aux équations (1.1a) 
en l'absence des forces dues aux masses, ainsi qu'aux conditions aux 
limites (1.2) sur les plans libres z — +h/2. 


Fig. 14 


En intégrant les équations des déformations (2.1a), on obtient 
pour les déplacements les expressions 


u,=(a—cob)zz; u,—=(b—0a) yz; 


a—0b 2  b—Ga >»  O(a+b) » (a) 
D 2 Y —_— 2 TZ. 


U, = — 


Les déplacements (a) satisfont aux équations de continuité (2.4a). 
Il s'ensuit des équations (a) que chaque plan z = const subit un 
fléchissement engendrant dans les plans zOz et yOz des courbures 
respectivement égales à (ob — a) et (oa — b). 
Si R, et R, sont les rayons de courbure (fig. 14,b), il vient 
1 Our 


Ra WG, pr ga 04 —b, 
d’où 
1 | oO 1 1 oO 
= TT (+) b=— 7 (++): 
L'intensité des moments fléchissants est donc : 
h!2 
M.= | X,2 d2= — D (1/R,+0/R): 
—h/2 
h/2 
M, = | Y,2d2= — D(1/R:+0/R;), 
s —h/2 
où Dep T est la rigidité cylindrique en flexion. 
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2.7. Chercher toutes les composantes de la déformation d’un 
corps symétrique par rapport à l’origine des coordonnées O. 


Si la déformation est symétrique par rapport à l'origine des 
coordonnées, le déplacement uv, de tout point est dirigé suivant le 


Fig. 15 Fig 16 


rayon vecteur À et constitue une fonction de À. On a donc (fig. 15): 
= Rz=f(R)zs uv y=f(R)y; u=Æz=f(R)z, 
où 
R=Va+y+z, f(R)=—Æ 
Des équations (2.1a), il ressort: 


2 df(R): 2x di(R y df(R 
A TR ET ET 


__ 2yz df(R). z? df(R). __ 2zz df(R) 


VU —_ _R "dR en = fR)+ RS dR ? Ezx R "dR . 


2.8. Chercher toutes les composantes correspondant à un système 
de coordonnées rectangulaire pour une déformation d'un corps 
symétrique par rapport à l'axe Oz. 


Désignons par u, la projection du déplacement sur le plan z0y 
et par u, sa projection sur l’axe Oz. En vertu de la symétrie axiale, 
u, et u. sont des fonctions de r et z, où 


r=Ve+y (fig. 16). 
Les déplacements seront égaux : 
u, = u,tir = f(r,2)z; u, = u,y/r =f(r, z)y; u,=u,(r, 2), 
où f(r, z) = u,/r. 
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Des équations (2.1a) il ressort: 


no x Ôf(r, zh, _N#2rzy ôf(r,:). 
exe (DH eu À 
— , y? ôf(r,2)\, __,,91(" 2) , du y, 
du; . of (r, 7) du z 
CR RE tre 


2.9. En un certain point du corps 
Exx = 0,001, e,, — —0,0005, e,,; — 0,0005, 
Exy = 0,003, e,, = 0,001, e,; — 0,0008. 


Déterminer les principales déformations et leur orientation par 
rapport aux axes Ox, Oy, Oz. 


Le problème se résout à l’aide des équations (2.5)-(2.9). 

2.10. Déterminer les déformations principales et leur orientation 
pour le cas d’une déformation plane, quand u, = 0, u, = u, (x, y), 
Uy — Uy (x, y). 


Réponse. L'une des racines de l'équation (2.5) est nulle, les deux autres se 
déterminent à partir de l'équation quadratique 


EE — (esx + eyn) € + exxeyy — Ey/ = 0. 


L'une des trois déformations principales coïncide avec l'axe Oz, les deux 
autres se disposent dans le plan xOy. 


CHAPITRE 3 


ÉQUATIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE 
DE L’ÉLASTICITÉ ET LEURS SOLUTIONS POUR 
DES CAS PARTICULIERS 


I. COORDONNÉES CURVILIGNES ORTHOGONALES 


1. Formes directe et inverse de la loi de Hooke 


1 1 
en = (Hn-5 0): en = 7 Hy, (3.1) 


3 
6=>H,, H,=20+2Ge,;, H,=Gep- (3.2) 
1 
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2. Équations exprimées en fonction des déplacements 


a+26 V 2726 [2 (ao) (Ve 0) ]+ 

+ V 8283 Hi=0; 

(+26) 28206 [ (Vaio) (Vases) ]+ 

8e 0% Ôas 0 

+ V £s81 H2=0; 

(A +26) y 2% 26 [= V'g2i02) 7 (Vas) | + 

+ V g:8H3=0, 
où «, se déterminent d’après les formules (2.3), 6 d’après la formu- 
le (2.2). 

3. Équations exprimées en fonction des contraintes 


Trois équations d'équilibre (1.1) et six équations de continuité 
des déformations [2] exprimées en fonction des contraintes suivant 
les formules (3.1) constituent le système complet d'équations utilisé 
pour la solution du problème des contraintes. 


IL COORDONNÉES RECTANGULAIRES 


1. Formes directe et inverse de la loi de Hooke 


en (0) = 
eu = (Por 8 = Ya (3.1a) 
= 7 (Z: 5 8), er = 7 La 

X,= 10 + 26 ,x,=6(=+%),| 
Yy=0+26 TE, Y.=c(%r+%), (3.2a) 


| Au : … 2 
Z:=10+26 Z,=G(S+<%E=), 
où 6 se détermine d'après la formule (2.2a). 


*) L'autre fforme est: e,. — _. [X, — oc (7, + Z,)], etc. 
**) L'autre forme est: 


E OU». duy Ou; \ 7. 
Xe | +6 | Ôy FT )]: ste. 
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2. Équations exprimées en fonction des déplacements 
ô 
(+26) À —26 (Pet) +x—0, | 
(A+ 26) À — 26 (= Do _ De )+Y=0, 


(3.3a) 


26y 00 


(+ 26) À —26 (7 


“pre | 
ut + 0 Ex 0 | 
GVu, + (a+) À +Y =0, | (3.3a') 


ou 


GVu,+ (+6) À +2=0, 
où 


0? 9? 
V2(...)=— Pt), Et mi er mu PC, 


Les équations (3.3a’) peuvent être écrites sous la forme: 


(1— 20) Vu, + © 98 + ZE X=0, | 
(1 — 20) Vu, + © + 20 Y=0, | (3.3a”) 
20) pra, À 4 122 7 O. 


3. Équations exprimées en fonction des contraintes 


Trois équations d'équilibre (1.1a) et six équations de continuité 
constituent les équations de Beltrami-Mitchell : 


626 ox ü 92 \*) ) 
V'À x ne ox EDR RIRE , 
, #9 Y , 02 
FES, 0Z 
v2Z _n FES = Da e dx + y V La Oz }, ‘ 
20 Lt _(3.4a) 
EE 71 (5 + œ): 
026 
VY + Oy 02 era). 
o7@ 
V?Z + 0207 — (+ ++ 0z ); ) 


où G= XX; + Y, + Z.. 


*) Dans le cas d’un problème dynamique les seconds membres des équa- 
tions au lieu de X, Y, Z contiennent respectivement 


(re), (ee). (203). 
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Pour des forces volumiques X, Y, Z constantes les seconds 
membres des équations (3.4a) sont nuls (équations de Beltrami). 


III. COORDONNÉES CYLINDRIQUES 


1. Formes directe et inverse de la loi de Hooke 


1 o 1 | 
Érr 5 (R-550). eB= T7 Rs, 


1 1 
= 7 (5-70). e. = 7 B.; (3.1b) 
1 (] 1 
ex (2-50), er = 7 2r. 
u 
R,= 104260, R=G[S tr ()]. | 
2G } Oup dug 41 Ôu, | 9 
=0+— (> _. +u), B=G(+—. _ "| (3.2b) 
ou. ou; Our \. 
mise, 7, =c(de +2) 
où 6 est déterminé suivant la formule (2.2b). 
2. Équations exprimées en fonction des déplacements 
or 26e 8) | +rR=0, 
(+26) 2. — 926 (S-<e)+8- 0, (3.3b) 


(À PV E (rop  ]+72= 0, 


où w,, &g et w, sont déterminés à l’aide des formules (2.3b), ou 


2 1 90 2 up u, ___ R 
VW a rm GC 
1 06 2 Ou B B 3.3b’ 
2 _ — Lt —— — — — 
VUS gp te D 7 G | (8.3b ) 
1 08 Z 
VTT ZT à G: 


où V2 (...) sont déterminés à l’aide de la formule (4.1b). 
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3. Équations exprimées en fonction des contraintes 


Trois équations d'équilibre (1.1b) et six équations de continuité 
des déformations: 


OR8g " 0260 


PR 5 (Re Bn)— ren + po ge = 
4 ôB, 118,14 #\a 
ViBg+— FR — Bs)+— r2 ""o trs (+557 )8—0. 
. 470 
VTT er Eu (3.4b) 
ô [ 60 2 à 4 ° 
928 2 0Z, B, 
PB + pa te A 0 
1 610 2 028 2, 
V2 ETES ee 2 à 0 
où = À, + B5 + Z2. 
IV. COORDONNÉES SPHÉRIQUES 
1. Formes directe et inverse de la loi de Hooke 
1 o 1 
Crr — 2G (R, 8), = Re; 
1 1 
em= x (B5— 5 ©). ea = Bas (3.4c) 
1 a] 1 
as = x (475 6), ar = Ar. 
R, = A0 +96 À ; 
D) ou 
= 04€ (—— D +urtuaciga); 
Aum 02 (de qu): 
pe ST du 4 NES (3.2c) 
FT 7 l'sina do \r ’ 
G OU 
Ba= © (LE +upciga+ sin D }: 
Gf Ô Ua êuy 
4=$ (re ()+e) ] 


où 6 est déterminé à l’aide de la formule (2.20). 
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2. Équations exprimées en fonction des déplacements 
ns x (wssin a) | + | 


+rsin aR =0;: 
00} ô 
Q+26) rm 2 — 37 (roa) ]+ {  (3.3c) 
+rB =0; ° 
(A+26)sina 26 | H(rossina)—%e ]|+ 
+ r sin «A = 0, ] 


où &,, og et w, Sont déterminés d’après les formules (2.3c). 
Pour le problème à axe de symétrie les déformations ne dépendent 
pas de la coordonnée B, u; = 0; de plus 


Op = Og = 0, ©g = 6, 


les équations obtenant la forme 


(A+ 26)r sin a ©4262 (w sin a) + Rrsina=0, 
(3.3c°) 
(a+ 20) 26 LL (rw) +rA=0, 


où 


1 1 [ du, 

6 — (ru) + —— TU . (Ua Sin &), De | RE (rua)]. 
Pour une autre forme des équations en fonction des déplacements 

voir la monographie [4] p. 152. 


3. Équations exprimées en fonction des contraintes 


Trois équations d'équilibre (1.1b) et six équations de continuité 
des déformations [2] sont exprimées en fonction des contraintes en 
conformité avec les formules (3.1). 


Problèmes 


3.1. Ecrire les principales équations exprimées en fonction des 
contraintes pour un problème à axe de symétrie (axe z) en coordon- 
nées cylindriques. 


Selon les équations (1.1b) et (3.4b), on a: 
équations d'équilibre 


Re R r— Bg _n 9 
+" + +R =0; 


0Z; 


Det + +20: 


équations de continuité des déformations 


V?R, Tr Re — B5) +-—— LD + =0; 
V2B5+ + (R,—Bs) + = À =0; 
Pa +pte08 0; 
ar er FF ae — 7 2, = 0, 
où 
AO rm rm er 5 
et 


( = R, + Bs+ Z. 


3.2. Ecrire les équations fondamentales, exprimées en fonction 
des déplacements, pour un problème à axe de symétrie (axe z) en 
coordonnées cylindriques et trouver leur solution. 


Vu que le problème suppose un axe de symétrie, les déplacements 
et les déformations ne dépendent pas de l'angle, de plus, 


Us = ©, = ©; = 0 


Les équations (3.3b”) prennent la forme 


(vaut [(4- 5) ut] 2, 
Z 
G 


Fvau+ (Sete )=-5, (8) 
où 
Pt dede 
Si ss or de masse ont un potentiel IT, c'est-à-dire si À + 
et Z — 7, alors la solution particulière des équations inhomogè- 
nes (a) sera: 
se, Lie p 


où D = © (r, z) se détermine en portant les expressions (b) dans 
les équations (a), ce qui conduit à l'équation 
EE 


V2D — — FH e 
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Les contraintes se déterminent à l’aide des formules (3.2b) et 
valent : 


R=rti il Be + UN, 
> 010 5 73  d0 
Z:= Oz? ++ 1 R=2=- Or © ” (c) 


La solution générale des équations (a), sous forme généralisée 
de Neuber, a l’aspect : 


= (F+ 40), = IF +4(1—0) 1, 


V2V2F=0, Vp—0, 


Les tensions seront égales à: 


9?F 4 OF 1-0 LA 
Re -+ dr J V2F dz?, 


Ô£? Cr 
ner LEe tn 5e] VEF de, 
2F 
Re Re (@) 


La réponse est égale à la somme des solutions (c) et (d); sans 
changer les notations des contraintes, il vient: 


d2(D—F) 1—0 d 


Re + Ver HSE À ver de +, 
Bt 0 or (0 & T a TH, 
z,= 2€ , 

D Pour des conditions identiques w—=w,<+o,—0, R =+, 


Z=-1Ll en utilisant les équations (3.3b), déterminer 8 —86 (r, z) 


et og=o (r, 2). 


Les équations (3.3b) prendront la forme: 


æ  K à, 1 

tr eo) 5 À: 

H_K 8) 1! _ 7 (e) 
Gr or 1426 
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2G 
É=FTx 
De la première équation (a), il s'ensuit que 
08 4w 1 
KZ 1x À @) 


En dérivant l'expression (b) par rapport à z et en la portant 
dans la deuxième équation de (a) qui a été dérivée par rapport à r, 


il vient 
d°w 1 d(rw) 1 
Te To [+ ôr ]=0. 


En posant dans cette équation 
© = R (r)Z (2) (c) 
et en VER les variables, on obtient deux qtations: 


= d’R 1 dR 


da* 


où & = pr, p étant un nombre quelconque. 
En résolvant les équations obtenues, on trouve d'après (c), 


© — Z; (œ&) (4, ch pz+ B, sh p2) 


et la somme correspondante des solutions en p, où Z;(œ) — 
= E,J, (&) + FLN; (a) est une fonction cylindrique de premier 
ordre ; J, (&œ) la fonction de Bessel de premier ordre et de première 
espèce ; NV; (&) la fonction de Neumann de premier ordre; 4;, B», 
E,, F) étant des constantes arbitraires. Selon l'équation (b) 

= — Kp(A,sh pz+ B, ch ps) Z:(a)— 


[4 
"or À +- 2G R,, 


d'où 
6= —X(4,sh pz+B, ch p2) [iZ: (a) des | R da +f(z)— 
= K (4, sh pz+B, ch pz) Z, (a)— na | Rda+ f(e), 


où Zo (a) = EJ5 (&) + FhNo(x) est une fonction cylindrique 
d'ordre zéro. 

3.3. Ecrire les équations fondamentales en fonction des déplace- 
ments pour un problème à symétrie polaire en coordonnées sphériques 
en fournissant la solution générale ainsi que la solution particulière. 


Puisque le problème est de symétrie polaire, toutes les grandeurs 
ne dépendent que de r, en outre 


La dilatation cubique d'après (2.2c) est 
dur Ur 
Sr TE 


I1 ne reste donc que la première équation (3.3c) qui prend la 
forme : 


dur 
(+ . +2 #)+Ri=0, (a) 
où 
R 
R=re 
La solution générale de l'équation homogène 


2 (He424) 0 


est obtenue successivement 


d Qu. 1 à 
_. + = = UV ur) = 3C\ 
et (b) 
Ca 
u=Cir + 


La solution particulière de l'équation inhomogène (a) sera obtenue 
en forme de solution générale (b) par la méthode de variation des 
constantes arbitraires en \ posant que C,et C, sont des fonctions de r: 


=Cit}r+ 0. (c) 
La dérivée première de la solution particulière 
Mr = Ci (rŸ——< Ca (r) (d) 
à la condition que 
, 14 
Cifrr+-C(r) = 0. (e) 
La dérivée seconde 
2 
2 Ci (r+ À C2 (7) — 2 Ci (n). (f) 
En reportant (c), (d) et (f) dans l'équation (a), il vient 
L 2 ? 
Cit)- Cr) + Ri=0. (g) 


En résolvant en commun les équations (e) et (g), on obtient: 
T r 
Ci (r)= — dr, C2 = | M dr. (b) 


C 
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En reportant l'expression (h) dans l’équation (c), on obtient la solu- 
tion particulière. 

3.4. Problème de Lamé (1859) [4]. 

Déterminer les déplacements et les contraintes au sein d’une 
enveloppe sphérique fermée soumise à l’intérieur (r = a) et à l’ex- 
térieur (r — b) à des pressions uniformément réparties (p; et Do). 


Selon l'équation (a) du problème (3.3), 
u, = Cyr + 
La dilatation cubique 
du, ur __ 1 d … 
0 = dr += — (r2u,) = 304. 
Les contraintes selon les formules (3.2c) valent: 


Rr= 0 +26 Er = (314 26) Ci — Ce: 


Bp= Au = 104 € u = (8 + 20 )Ci + À Ca. 


Les conditions aux limites du problème prennent la forme: 
pou r=a R, = —p;, 
pour r = b, R, — — Do. 
En satisfaisant aux conditions aux limites, il vient: 
___ 1 pra — pb? __ 1, 2°b° (pi— Po) 
Ge ne CG 5 


En se déformant la sphère conserve sa forme. 

3.5. Problème de Lamé (1852) [4]. 

Déterminer la déformation d’une sphère de rayon a sous l'action 
de l'attraction mutuelle de ses particules. 


Sur chaque unité de volume de la sphère agit une force radiale 
R = —pgrl/a, où g est l'accélération de la pesanteur à la surface 
de la sphère (problème 1.2). 

L'équation d’équilibre en présence de la force radiale acquiert 
l'aspect (problème 3.3): 
d /}du, 2u, Der 
at) 5550 (8) 

Profitant des résultats du problème (3.3), on trouve la solution 
générale de l’équation (a) sous la forme 


Ur — Car. 
Pour une sphère pleine C, = 0. 
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La solution particulière est prise sous la forme 
u, = Br. (b) 
En reportant la solution (b) dans l'équation (a), il vient 


pe 
Be (À +26) ? 


le déplacement sera donc égal à 


_ pers 
ur = Cr + (AE 26) * 


Comme la surface de la sphère est libérée des contraintes (R,_, = 0), 
on trouve en définitive: 


u.— 5 (5) 
Fr 410 ÀA+2G \ 3526 a? 
Il est intéressant de noter qu'à l’intérieur de la sphère de rayon 
a 33 la déformation radiale est un accourcissement, tandis 


qu'au dehors de cette sphère c'est un allongement. Ainsi donc dans 
des corps de très grandes dimensions l'attraction mutuelle des parti- 
cules engendre de fortes contraintes initiales. 

3.6. Ecrire les équations fondamentales en fonction des déplace- 
ments pour un problème à axe de symétrie en coordonnées sphériques 
et chercher la solution générale. 


Comme le problème est à axe de symétrie toutes les grandeurs 
dépendent de r et de &; en outre, us = ©, — ©4 = 0, les équations 
(3.3c) prenant la forme : 


(À + 26) © + j — 26 9 (rop sin a) + R =0: 


risina o0a 
(À -t 26) À — 26 _ (rop) + rA — 0, 
où 7e 8 Re 2c) et (2.3c), 


1 du to) 
— À Sr 2 — | — 
= au) + ga (esino); op [SE (rue) ]. 
Les équations seront homogènes pour À — À = 0: 
08 K ô . | 08 00 
ar Trsme og (osina)=0; SA SO (a) 
où 
2G 
© = ro, K= . 
En posant 
0D 00 
0=K—— et OT (b) 
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on satisfait identiquement à la seconde équation (a), tandis que la 
première équation sera 


tea +re = 0. 
Posant dans la dernière équation 
D = R (r) À (a) 
et séparant les variables, on obtient deux équations: 


2 . 
TR EOO RO, PS +ctga LE HE(k4+1) A0, 


dr3 da? 


où k est un nombre quelconque. 
En résolvant les équations obtenues, il vient: 


D = (Apr + Byr#) [E,P4 (u) + FrQn (u)l, 


où U = COS &; 
P; (u) sont les fonctions de Legendre de première espèce 
ou polynômes de Legen- 
dre *); 
Qx (u) les fonctions de Legendre 
de seconde espèce (voir 
ch. 4 et [5]); 
An; Br: Ex, Fr étant des constantes arbi- 
traires. Selon les formu- 
les (b): 


O=K = KI Ar (k +1) r'— 
— Bikr-%+9][E,P, (u)+ F:Qn (u)];: 
DB=—=——— — (Ar + Bar-*=1) X 


X LE, Pi (u) + FiQi (u)] 
ainsi qu'à la somme correspondante de so- | 
lutions en k. Fig. 17 
3.7. Problème de Mitchell (1900) [4]. 
Chercher la répartition des contraintes dans un cône infini & = a: 
au sommet duquel agit le long de son axe une force P (fig. 17). 


Par suite de la symétrie par rapport à l'axe z, 
up = Ag —= Rp =0, ©, = ©, = 0. 
Les équations (3.3c), en absence de forces dues aux masses, pren- 
dront l’aspect des équations (a) du problème (3.6). 
*) Quand k est un nombre entier. 
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Les solutions des équations (a) du problème (3.6), pour le cas où 
les déplacements sont en raison inverse du rayon r ont la forme: 


F cos & 
1) = 7 | 


un =— À + 3G F sin. 
&  2(A+H2G 4nG r  ? 


EL 3À+4G F cosæ . 
RE nn | () 
G F  cosa 
A BR ne 
R G . F sin & 
LT AH+2G 4n rè 
B ., B sin œ 
D WT Ua — TE cose | 
B B sin @ 
R,= —2G6— ; Rae 2G-r' 1 sa ? 
B cos œ 
Aa = 2-5: 1+cos a ? 
Ba = 26 2 
B ri(i+ cos a)" 


où F et B sont des constantes arbitraires. 

Les conditions aux limites pour &« = &, À, = Rç = 0, après 
simplification des termes proportionnels, se réduisent à une équation 
de la forme: 

1 F 2B 
LA 2G x T Too a 0, 
d’où 
— _1+cosu ; 
B=— BRU L2C) L 


La seconde condition, nécessaire à la détermination de F, sera 
obtenue en composant la somme des projections sur l’axe z du cône 
de la force P et des contraintes suivant la surface sphérique dont 
le centre est le sommet du cône. Il ressort de cette dernière condition 


que 
F 
P 2 +20 [A (1 — cosi 1) + G (1 — COS C4) (1 + cos? Œu)le 


Pour &, == x/2, on obtient en un point quelconque la pression sur le 


corps limité par un plan. 
3.8. En utilisant les résultats du problème (3.2) déterminer 
en coordonnées cylindriques les déplacements pour un problème 


à axe de symétrie. 
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Selon les équations (2.2b) et (2.3b) 
e=<—. ô(ru,) + Ôuz du. 9 ôur ôu. (a) 


ôr "à: ? ® ôz ôr ° 
En éliminant des équations (a) le déplacement w,, il vient 


0 F1  ô(ru) dur 0 
(++ +22. @) 
La solution générale de l’équation (b) sera donnée sous la forme 
u-—= R(r) Z(:). (c) 


En reportant l'expression (c) dans l'équation homogène (b) 
et en séparant les variables on vptient deux équations: 


az dR R + (4 —+1)r=0, (d) 


rt 
où @ —= mr, m est un nombre quelconque. 

Les équations (d) admettent les solutions: 
Z=A,chmz+B,shmz; R=2,(a) = GhJ, (a) + H,N,(a). 
Selon l'équation (c) 

= (4,, ch mz + B,, sh m2) [G,J, (x) + HN, (œ)] 


ainsi qu’à la somme correspondante de solutions en m. 
Selon la seconde équation homogène (a) 

Ou. __ Our 

ôr dz 


re a 


=m (4,, sh mz+ B ch mz) Z, (a), 
d'où 
u, = — (4% Sh mz + B, ch m2) [Go (4) + HnNo (@)+f(2) 


{voir [5]) et à la somme correspondante de solutions en m. 

Pour trouver la solution particulière on porte dans l'équation 
(b) les valeurs de 6 et de « fournies par le problème 3.2. Après 
de Le transformations, il vient 


+ tu)  |+ Our 


. Tr 


=(À,lsh pz+B,chpz) Zi(a),*)  (e) 
Z1 (œ) = [EJ'i (œ) + FoNi (æ)]l; 
Ap = (2— K) PA; 
B) =(2—K)pB»; a = pr. 
En supposant que | 
u, = R(r) (4, sh pz + B, ch pz), 


*) Les forces volumiques R ot Z sont supposées nulles. 


où À (r) est une fonction inconnue de r et en reportant dans l'équa- 
tion (e), il vient 


AR , 1 dR 1\3 1 
Tr Ta da (1-7) R=-; 2 (æ). (f) 
La solution particulière de l’équation (f) prend la forme 
*). 


En définitive les déplacements seront 


= S [End (a)+ Hn Ni (&)] (Am Ch mz+ By 8h m2) — 


m 


_ > er (End o(a) + F,No(a)1(4, sh pz+ B, ch pz), 


où À, et B, se déterminent d'après les formules (e). 
Selon la seconde équation (a) 


u= | (20—%) dr+f (= > [Co (&) + H mNo(a)] X 


X(Amshmz+B, chma+ 5 + D \2 (À, ch pz+ B, sh pz) x 


X[E,J'i(œ)+ FN (@)—2 (4, ch pz+ B, sh pz) x 
XIE ,Jo(a)+F,No(a)] **) +f (2). 
3.9. En utilisant les résultats fournis par le problème (3.6) 


déterminer en coordonnées sphériques les déplacements pour un 
problème à axe de symétrie. 


Selon les équations (2.2c) et (2.3c), 


1 8, 
0=re—(r U,) +. 


e) ‘ 
F3 = (Ua Sin @), 


—_————— 0 
risin & 


© = [SL (ru ) 
8 2r | o@ ôr a 


*) Dans la recherche de la solution particulière, il est tenu compte des 
formules : 


Zi=—2,, 2-22 7, 
a 
**) Pour obtenir ces expressions, il est tenu compte des formules: 


[ Zita)da= —7Z,(a), | aZz,(«)da=aZ, (a). 
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ou bien 


ou d vs >n. da 
ar + sin & "3e (Ua sin a)= #8 ; eg = 270, (a) 
où 
U, =ru,, U, = ru. (b) 
En adoptant pour le système homogène (a) que 
U,=rT et Ua=, (c) 


on satisfait identiquement à la seconde équation de (a), tandis 
que la première équation devient 


_9. 00 1 ) 0D 

‘or (re or 5e F1 (5 sin a) = = 0. 
En posant dans cette dernière équation 

Da, r)=R (r) 4 (a) 


et en séparant les variables, on obtient deux équations: 


do (re T )—n(r+1)R=0; 


d?A dA 
+ ctea + n(n+1)4—0. 
En résolvant les équations obtenues, il vient 
— (CAr” + Dr"? [E,P, (u) + FrQn (u)]. 


Selon les équations (b) et (c) 


===, nrn-1—D,(n+i)jr-r-2]x 
X[E;Pr(u) +F:0Q(u)], (d) 
ane (Chr + Dar?) [En Pa (h)+ FaQn (ul. (0) 


Pour un système inhomogène (a) selon (b) et les données du 
problème (3.6) on a: 


280 = —2 (Ar + Bir-**?) [EL Pi (u) + FQi ()l, 
0 = K [An (+ 1) 72 — Bikr- #4] [E,P4 (u) + FiQx (u)l. 
En adoptant pour la solution particulière la forme: 
ôD 60 
U,=r + | 2r$w da et Us= er, (f) 
où 


[ 2r$o da = —2(Aurk+3 + Byr-h+2)[E,P, (u) + F0 (w)] 


on satisfait de façon identique à la seconde équation de (a), tandis 
que la première équation prend la forme: 


ô 00 4 ô 10D . 
or (r ôr )+ :inœ 0 (= sina) 


« = (An + Br-##t) [E,P, (u) + FiQn (u)], 
ou 
A = [K(k+1)+ 2(k+ 3) 4; 
By = —[Kk + 2 (k — 2)] B:. 


En posant 
Da, r) = R (r) LExPx (u) + FrQn (u)] 


et en reportant dans l’équation (g), on obtient après des simplifica- 


tions adéquates 
(re SE) CR +1) Re Aurtte + Birtes 


d’où 
— Ah k+2 Bh —hk+1 
T 27 ? 


et 
D (Art t2+ Byr-h+i) LEP (ue) + FaQn (u)], 
où 
À, = TS LA (k+1)+ 2 (k + 3)] A, ; 
= À ‘ 
Bip LA +2 (k—2)] Bi. 


Selon les formules (b) et (f) 
mn. = Ur = 20 ++ | 2r86 da = 


Tr 


= {1(k +2) A+ 24;]rht1—[(6—1) B, + 2B;]r#} x 
X [EP (nu) + FrQn (u)]: 


(g) 


ee = (Ayrk+i + Byr-t) [Ex Pi (u) + FrQù (u)] 


(h) 
(i) 


On obtiendra la valeur définitive des déplacements en som- 
mant les expressions (d) et (e) avec (h) et (i): 


= DC Di (n+1)r IEP, (b)+ FnQn (1 + 
+ D (+2) An +24 rétt (61) Ps + 2Ba]r 4} x 


X [EL PA(u) + FrQx (u)] ; 
U = 2 (Cart 1+ Dir-r-2)[E,P;(u) + F,Qn (u)1+ 


+ È (ur + Bart) LEP (a) + FaQi (1. G) 


Si les nombres rx et À sont de même nature, les résultats de la 


solution de (j) peuvent se représenter par une seule somme; on 
obtient dans ce cas: 


— > [art Lber-r LCnr-t-- D, (n+1)r-"-2] x 
X [E,P,(u)+ FaQn(u)l, 
da D Art Born + Curtt + Dar?) [En Pa (u)+FQn (ul, 
où | 
an=(n+2) À, —24, = lA(n+2)+ 2(n—1)] 4, ; 


bn = —{(n—1) 8 +28, eg UK (ne —1)+ 2 (n + 1)] B, ; D 


= 1 , | 
n=5prss (A (r+1)+2(r+8)] 4, ; 
By En + 2(n—2)] B,\. 


OÙ An, Bn, Cns Dh; En: Fn Sont des constantes arbitraires. 

Si l’origine des coordonnées (r — 0) appartient au corps considéré 
(problème interne), les constantes B, et D, deviennent alors nulles: 
dans le cas où r —+ co (problème extérieur), les constantes 4, et C, 


s’annulent ; si les pôles (&« = O0 et & = x) appartiennent au corps, 
la constante F, — 0. 


3.10. Problème de Neuber (1931) [6]. 
Déterminer l’état de contrainte d’une sphère de rayon a compri- 
mée par les forces P appliquées aux pôles (fig. 18,a). 


Avec l’application des charges extérieures à la surface de la sphè- 
re, où r = a (problème intérieur), on a 


R, = © (a) et À, = © (œ). (a) 


4—0315 49 


Ces fonctions doivent être développées en séries: 


c(a)= Dolly), t(a)= Dr 2 


Nn=0 n =] 


où les coefficients se déterminent d'après les formules : 


LS | 


I 


6, = 251 | o (a) P, (cos &) sin « da, | 
{ 
{ 


2 
0 


(b) 


sin & da. 


2n +1 
Um nn) 2n (n +1) [- (a)< 


Dans le problème concerné 
—p pou OÜLa<Leetrn—-Ee<a<n, 


c (a) = À 0 pour eEKa<nr—Ee; 


t (œ) — 
p 
R, 
o 
P 
a Ô 


Fig. 18 


Décomposons la charge normale en deux composantes: 
0 (a) = 0 (a) + of? (a), 


de sorte que 
—p pour 0ÜLa<e, 


(1) — 

o0? (a) 0 pour e<a<xr; 

€) {T6 pour T—E<A< TH, 
P(a)= O0 pour 0<La<n—e. 


Examinons le cas de la première charge 9 


© 
oM(a)= > ofP, (cosa), 
N=0 
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où d'après les formules (b) 


€ 
o{ D — nr | P, (cos &) sin & da = 
0 


e 
OPn-1 


du 


— (2n +1) P, (cos &) = Ts — 


= — L {Pass (1)— Pari (008 8)] — Pn-1 (1) — Pn1 (C0Se)]} = 
= —+ [Ph-1 (cos e) — Ph+1(cose)]. 


L’aire suivant laquelle se répartit la charge uniforme p pour des 
petites valeurs de l’angle e est, à peu près, égale à na°e° (fig. 18,b). 
En effectuant la transition limite, autrement dit, en supposant 
que e —+ 0 et pra*e* — P, on obtient: 
Pn-1 (cos E)— Pn41 (cos €) _—P(2r +1) 


o(1) = — lim z2 = Arai . 


27a? 
Pour une force ponctuelle au pôle &« = x, on a de façon analogue 


P HET n 
O2) = — nat Ph (—1)=—-— __—. (2r+1)(—1). 


Ainsi donc, 
pour n—=14, 3, 9,..., 


(® 
= g{1) (2) — 
Oh Oh + 0$ —- "57 (2r +1) pour n=0, 2, 4, ….. 


la charge s'exprimant par la série 


a()= D o,P, ()= — D EP, (p), 


n=0 T=0,2,4,... 


qui diverge aux pôles &« = 0 et « — x et converge dans tous les 


autres points. 

Pour résoudre le problème il faut avoir l’expression des contrain- 
tes sous forme de polynômes de Legendre. Pour ce faire, profitons 
des résultats du problème (3.9) et des formules (3.2c): 


dur 
R,—=20 +2G D — 


= 2 [(n+ 1) (2Ga,+ KA) r° + 2Gn (n—1)C,rn-2] P, (y); 


n ma (), h,... 


G dy dur \ c—. 
A= (r Gr de +5 }= L 


= D)  Gita+n4,)r"+2(n—1)Cur-2 Pau).  : (c) 
n=0,2,4 ‘ ‘ L 
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Pour la détermination des constantes arbitraires 4, et C, utili- 
sons les équations (a): 


(n+1)(2Ga, + KAA4,) a" +2Gn(n—1)ar-2C, — _(2r+1)P, 


21a3 ? 
(a,+nA,)+2(n—1)a?C, =0. (d) 
En résolvant les équations (d), on trouve 
A = — (2n +3) (2n +1) P/nart2G 
F4 {K(n+1ÿ+2(n+3)({—n)—(2r+38)[(n+2)—2(n+1)0]} ? 
an + nÂn (1 nr) a°4, 
n Dn—1) —2U—nQ@n+) * 
x LA (m4 1)2+ 2 (+3) (n +1) — 2 (2n + 3)]. 
En effectuant les calculs, on a tenu compte de ce que 


… À 
7 2(+0) 


[0] 


Quand r = 0 seuls les termes correspondant aux coefficients 
A,et C4 ne s’annulent pas et il est aisé de calculer les contraintes 
au centre de la sphère. 


CHAPITRE 4 


SOLUTIONS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS FONDAMENTALES 
DE LA THÉORIE DE L’ÉLASTICITÉ. 
RÉSOLUTION DES PROBLÈMES À TROIS DIMENSIONS 


Etant donné que les différentes formes de solutions générales 
des équations fondamentales comportent des fonctions harmoniques 
+ et des fonctions biharmoniques œ@ examinons les solutions des 
équations harmoniques et biharmoniques. 


I. ÉQUATIONS HARMONIQUES (DE LAPLACE) 


1. Coordonnées curvilignes orthogonales (Lamé) 
_17/2 aka. _Ô d_fy/ Es. Ô 
pen (VE) + (1/88) + 


+2(7/88. 2) ]-0. (4.1) 


où À = gig2Bs: 


En appliquant la méthode de séparation des variables, on obtient 
les formes normales des solutions de l’équation (4.1): 


Ÿ = YŸ1 (ai) Ÿe (@e) Ws (@s), Ÿ — ZX V1 (a) Pa (2) Pa (@3)-. (4.2) 
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2. Coordonnées rectangulaires 


_ dp  dp , D _n. 
Ver tr Los 05 


(4.1a) 
D = X (x) Y (y) Z (2). (4.2a) 
En portant (4.2a) dans (4.1a), il vient 
1 dX 14 dY 14 d?Z 
Ka t'a t za 0 
et après séparation des variables 
d°X æœY d?Z 
Te XX =0; gr —0Y =0; me — C2 =0 
avec a? + b? + € = 0. 


En utilisant ces dernières équations, on obtient les formes norma- 
les de la solution: 


Ÿ — etaxptbyetcz — etax+by+cz (4.2a') 
et une série de cas particuliers : 


p= », f(m, njetVm+n%z(sinmx+cosmz) (sin ny +cosny) (4.2a°) 
avec 
a = im, b = in, c= + V m° + n?s 
p= 2 pa, best (V'a2+ b22) (4.2") 
a, b 
avec c = i Va? + b?. 


L'expression la plus générale de la fonction harmonique [7] sera 
I 


Ÿ — | fI(æcosa<+ysinæ<+iz), «] da, 
er 
de laquelle on peut tirer différentes solutions particulières. 
11 faut noter l'intérêt que présente la solution particulière (4.1a) 
dans la forme 


1 
p = (x — a} + (y — bŸ + (2 — c)l?, 
où a, b et c sont des constantes. 


3. Coordonnées cylindriques 
__ 1 à dp 1 9% 
ver (re) gr + 


PŸ _0: 
= R (r) B (B)Z (2). 


— (4.4b) 


En reportant les valeurs de  (4.2b) dans l'équation (4.1b), il 
vient 


4 1 4 dR 1 1 d?B . az 
ral a)te rt ra 0 
ou après séparation des variables 

1 dZ _ _,. 1 dB 


me — © — ——— 2e 
Z'as  "" H'ap Ps 

BR AR 2 ap. 
ar ta +(ai— p°) R=0, 


où & = mr, m et p étant des nombres entiers positifs. 
En résolvant ces dernières équations, on obtient: 
Z = ÀA,, ch mz + B,, sh mz, 
B = C, cos pf + D, sin pf, 
où J,, (œ) = (+) D use +)" est la fonction de Bessel 
k=0 
d'ordre p de première 
espèce ; 


7 (@) 2 ) 


—(—1} 


N  a=+[— 


la fonction de Bessel d'ordre 


p de deuxième espèce ou fonc- 
tion de Neumann. 
L'expression définitive de la formule (4.2b) est : 


br, B, r)= D [Amp (MT) + Br pNh(Mmr)lsfn (pBisn(mz). (4.2b') 


m,pD 


4. Coordonnées sphériques 


ven (re) E (Dane) + D] 
(4.1c) 


= R (r) B (8) 4 (a) (&.2c) 


qui est une fonction cubique sphérique (voir plus loin). 
En reportant la valeur de 1 (4.2c) dans l’équation (4.1c), il vient 


1 PB L _ 1 7 (Ssina)= 0, 


14 d dR 
(r2 ‘dr. T)tHs de Ÿ Asma da \ da 


R dr 


ou après la séparation des variables 


Ra) = +1): 
1 Be 
Ba 
ne 2e (Sésine)+[nm+1)- 25] 40 


où m = 0, 1, 2, ...est un nombre entier ; #7 un nombre quelconque. 
En résolvant les deux premières équations, on obtient: 


R(r)= Ar" + Bir"-1, B(B) = Ch cos mp + D, sin m$. 


La troisième équation si l’on désigne cos & par u se ramène à 
l'équation associée de Legendre 


Lau É]+fre+0 7 ]4=0 


Les formes normales de solution de cette dernière équation pour 
m = 0 (problèmes symétriques), r un nombre entier et —1<u < 1 


ont l'aspect 
A (u) = E,Ph (u) + EFnQn (), 


+ 


où 
Pau) = er ET est la fonction de 
F Legendre de première 
espèce ou polynôme 
de Legendre! 


1 
Qn(W)=+Ph (u) Log = HE Hes + Py-(u) Pn-x (bi) la fonction de 
Legendre de 
deuxième es- 


pèce. 
Les valeurs successives des grandeurs mentionnées sont: 
1 
Po(H)=1, Qo(H) = Log : 
Pa(u)=u; Qu (u)= PA (u) su) 1 : 


Pa(u)=(Bu—1);  Qz(u)= P2(u) Qo(n)— Us 


Ps(u)=+ (Gn°—3p); Qs(u)= Ps (1) Qo(n)—+ ne, 


La suite voir dans la monographie [4], partie II. 
Pour nm, nombres entiers, et —1< up < 1 


A (u) — E;, mPa. m (1) + Fa, mOn. m (u), 
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EE dmp 4—u3 n+ 
Pam (DE 4 ER et ane (51), 


UL 
gendre de première et de deuxième espèces, de puissance nr et 
d'ordre m. 
En particulier, Ph, o (u) = P, (u). , 
Les valeurs successives des grandeurs mentionnées sont : 


Pi1(u)=V1—1 ; 

Prs(u)=3uV1—p?, Pr,2(u)=3(1— 2); 
Pastu)= + Out) VIRE Psa(u)=15n (1— p?); 
Pss(u)=15(1—u2)V1—?, etc. 


Qnem (1) = (1 — 2) ? SARL étant les fonctions associées de Le- 


Les tables de ces fonctions pour nr = 1: (1), ..., 10 et m — 
—0, (1), ... 4 sont données dans la référence [8]. 

Quand m est un nombre entier (0, 1, 2, ...), r — v un nombre 
complexe, de sorte que v (v + 1) = 1 + bi, où b est un nombre fixé 
à l'avance et, quand —1 << u << 1, on obtient 


A () — E,mPym (lu) + FymQvm (LL), 


OÙ P,m (1) et Q,n (u) sont des fonctions de Legendre associées de 
première et de deuxième espèces de puissance complexe v (v + 1) — 
— 1 + bi et d'ordre m. La forme définitive de la formule (4.2c) 
est la suivante: 


d — D (Ar + Bir-"l (C,, cos mB + D,, sin mB) x 
X LEnmPnm (U) + FnmQnm (u)l- (4.20) 


Toute fonction homogène de puissance x des coordonnées zx, y, z 
telle que F, (x, y, z), pour laquelle la condition V°F, = 0 est 
remplie, peut être transcrite en forme de fonction sphérique cubique 


Fa (x, UE 2) = Ya (œ, B), 
où 


Yh (œ, B) = À (2 B (B) — [EnmPnm (cos &) + FrmQnm (cos a)] (Cm X 
x cos mB + D, sin mB) est une fonction sphérique de surface. 
Dans les problèmes symétriques (m = Ü) 


Y, (a) = E,P, (cos a) + F,Q, (cos a). 
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9. Solutions complémentaires 


Les solutions complémentaires sont obtenues par combinaison 
des solutions déjà connues: 

a) combinaisons linéaires: © 4%, > AV: ; 

b) combinaisons dérivées par rapport aux paramètres 


GAS d°Ÿk d°Ÿam 


"dk * dk?’  ôkôm 


c) intégrales par rapport au paramètre avec fonction de pondéra- 
tion qui en dépend 


, etC.; 


À À GR) pe dx, 
etc. ; 

d) dérivées et intégrales indéfinies par rapport à @j, Go, ss 
au cas où l'équation différentielle de Laplace ne contient pas explici- 
tement les coordonnées œ1, &+, &s, par exemple, dans le cas de 
l'équation en coordonnées rectangulaires 


93 9? 
on, ne, er | az, grad y», etc. 


II. ÉQUATION BIHARMONIQUE 
V?V'p = 0. (4.3) 
Solutions particulières : 


a) P — x, yŸ, ZW, R*, (4.4) 
où 
Sp , db . db. 
Re 
b) tout polynôme de puissance inférieure à la troisième; 
c) polynôme de toute puissance aux coefficients spécialement 
choisis qui satisfait à l'équation (4.3). 


III. PROBLÈMES AUX LIMITES SUR LES ÉQUATIONS 
HARMONIQUES ET BIHARMONIQUES 


Les problèmes aux limites sur les équations harmoniques et 
biharmoniques ont été examiné par F. Tricomi [9], au ch. 4. 

Pour la résolution des problèmes sur la théorie de l’élasticité une 
grande importance acquièrent les problèmes aux limites se rappor- 
tant aux équations du type elliptique [Vb = 0, V*v = F (x, y), 
V2V?o = 0]: problèmes de Dirichlet, de Neumann et problème mixte. 


1. Problème de Dirichlet (premier problème aux limites) 


Déterminer la fonction harmonique 4 dans un domaine fermé D 
d’après ses valeurs connues à la limite du domaine C. 

Il a été établi que pour chaque domaine dont le contour n'est 
pas interrompu et possède partout une tangente bien définie, ainsi 
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qu'une courbure qui varie constamment à l’exclusion d’un nombre 
fini de points de premier ordre, le problème de Dirichlet aux données 
continues sur le contour peut être réduit à l'équation intégrale de 
Fredholm de deuxième espèce munie partout d’un noyau continu [9] 
de la forme : 


1 
LEA Î KG, n)n(man=+ / (E), 
0 


de sorte qu'aux conditions mentionnées plus haut, se démontre le 
théorème d'existence pour les fonctions harmoniques et, au moyen des 
équations intégrales se résout le problème de Dirichlet. 

Une des plus importantes méthodes de résolution du problème 
plan de Dirichlet est la méthode d'applications conformes basée sur 
le fait que cette application transforme l’équation de Laplace en elle- 
même [9], $ 4.1. Presque tous les procédés efficaces de résolution du 
problème de Dirichlet, trouvés jusqu’à aujourd’hui, sont réalisés 
en faisant appel aux représentations conformes qui transforment le 
domaine donné D en un cercle ou un demi-plan, c’est-à-dire deux cas 
aux formules explicites exprimant les fonctions harmoniques qui 
prennent à la frontière C du domaine les valeurs données. 

Le problème de Dirichlet se résout également par développement 
de la valeur limite de la fonction harmonique f (...) en séries orthogo- 
nales, compte tenu de la nature des limites du problème intérieur, 
avec détermination subséquente des coefficients inconnus de ces 
séries [voir équation (4.2c’)]. La fonction harmonique inconnue 


ñn 


venue) À rP,m(u) (Cam C0SMB-+ Dam sin m8), (4.6) 


ds 


Nm) Mes 0 


où u—=cos &, r << a, a étant le rayon de la sphère considérée. Les 
coefficients inconnus C,, et D, se calculent d’après la valeur limite 
de f(r, &, BP) pour r = a: 


n 


j (a, B)= À À a7Pam (605) (Cm 605 mB+ Dam Sin mb}: (4.7) 


Nm Mm=0 


où, selon les conditions d’orthogonalité, 


9 


ei b14 
2n+ 1 1 [ . 
Cry me 2 + dB f(æ, B) P, (cos a) sin « da, 


27 Tl 
2n<1(n—m)l 1 
Came PS | æ | f(æ, B) Pam (COS &) X 


X cos mp sin & da, 
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27 LL 
Dam = PR ETS + À dB | F(æ, B) Pam (cos a) x. 


2x (nm)! an 
0 0 


x sin mf sin « da, 
n=0,1,2,...,m—1,2,...,n. 


Si la fonction de Green g (to, Yos TZ, y) = £ (P,, P) du domai- 
ne D est connue, c'est-à-dire la fonction harmonique de ce domaine 
qui prend à la limite C les mêmes valeurs que Log r, où r est la 
distance d’un point arbitraire P (x, y) jusqu'au point fixe P, (x, Yo), 
on peut aussitôt par application conforme du domaine D dans le 
cercle fournir la solution explicite du problème de Dirichlet, de 
même que d’un problème analogue plus général, tel celui de l’équa- 
tion de Poisson 

V*®p — F (x, y), (4.8) 
où F est la fonction continue donnée, qui joue un grand rôle dans 
les torsions de barres prismatiques et cylindriques [équation (7.9)], 
le calcul des membranes [10] {équation (5.45)], etc. Toutefois, la 
détermination de la fonction de Green g s'avère souvent non moins 
aisée que la solution du problème de Dirichlet aux valeurs générales 
à la frontière C *). 

Pour la résolution du problème de Dirichlet et des problèmes 
analogues (problème de Neumann et problèmes mixtes), il existe un 
grand nombre de méthodes numériques : la méthode des différences 
finies, aboutissant au système d'équations aux différences finies 
avec cinq termes (5.37), la méthode de relaxation de Sawswell, la 
méthode variationnelle se basant sur le fait que la fonction cherchée 
4 minimise l'intégrale 


co [TT + (Tee Go 
D 


pour laquelle le rôle de l'équation d’Euler-Lagrange est joué par 
l'équation de Laplace 


__ db , 92p 
VAE tue 0. 10 
En étudiant ensuite certaines fonctions 
D (X, Y; Au, a, +. ., An), (4.11) 


où &; sont des paramètres, on aboutit au problème d'’extrémum pour 
la fonction J de nr variables et on écrit les z conditions auxquelles 
elle doit satisfaire: 


0J oJ oJ 
=== = 0. (4.12) 


*) Une des exceptions constitue le cas important quand le domaine D 
est une sphère ou un cercle de rayon a et de centre à l'origine des coordonnées. 
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Pour le choix des fonctions #, on peut profiter de la méthode de 
Ritz-Timochenko, de Boubnov-Galerkine, de Vlassov-Kantorovitch, 
etc. (voir le manuel [10] ch. I). 

Donnons quelques résultats liés à la solution du problème de 
Dirichlet [11]: 

a) le domaine D est un demi-espace z > 0, 

la limite C est un plan z = 0, 
la valeur limite de la fonction harmonique f (x, y) 


J Œ, n) dE dn 


=D pee St l'intégrale de Poisson ; 
TZ— — z 


TRE 


—0 


(4.13) 


la fonction f (x, y) doit être telle qu'après application du plan 
z = 0 sur la sphère située en dehors du domaine D ([11], t. Il, 


Fig. 19 


ch. IV, $ 1), on puisse obtenir un problème aux limites aux valeurs 
limites continues pour le domaine limité D’ constituant l’image du 
domaine D ;: 
b) le domaine D est un demi-plan y > 0, 
la limite C la ligne y = 0, 
la valeur limite de la fonction harmonique f (x) est 


C d 
va p=t | OS; (4.14) 


oo 


c) le domaine D est une sphère de rayon a, 
la limite C la sphère (fig. 19), 
la valeur limite de la fonction harmonique f (a, &, B) — 


— f (&, B), 
27 27 
Ÿ (Tor Los Bo) = 73 | | ee (4.15) 
0 0 


a3+ r$— 2ar, cos (a—@&)] 9/2 


est la formule de Poisson : 
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d) le domaine D est un cercle de rayon a, 
la limite C un cercle, 
la valeur limite de la fonction harmonique f (a, æ) = f (æœ), 


— f d * 
Ÿ (Tor Go) = — = ET Î Fe (a—@o) ). (4.16) 
0 


2. Problème de Neumann (deuxième problème aux limites) 


Déterminer la fonction harmonique + (à la constante arbitraire 
près) dans un domaine fermé D d’après les valeurs connues de sa 
dérivée normale à la frontière du domaine C qui doivent satisfaire 
à la condition 


& <ds=0 (4.17) 


Comme pour le problème de Dirichlet ce problème peut être résolu 
par les méthodes mentionnées plus haut. 

Au cas d’un problème plan, on peut utiliser les relations existant 
entre deux fonctions harmoniques conjuguées, c’est-à-dire entre la 
partie réelle w et la partie imaginaire v d’une même fonction analy- 
tique w — u + iv, ayant la forme de l’équation de Cauchy-Riemann 


Ux = Uys Uy = —Vx. (4.18) 


Si l’on choisit une direction d'orientation quelconque v formant 
avec l’axe x un angle &, alors 
du . 
Tr Uk COSA+U, sin &, 


tandis que pour une direction qui lui est perpendiculaire v'(æ+x/2), 
on obtient 


= v, COS (a + 1/2) +v, sin (a+ 1/2) = 


d 
= —V, Sin & +v, Cos & = u, COS & +u, sin à, 
d'où 
du dv 
= (4:19) 


Etant donné que la direction tangentielle s et la direction de la 
normale intérieure », pour toute courbe fermée contournée dans le 
sens positif, sont liées comme les directions v et v’, il s'ensuit que 


*) Les formules (4.15) et (4.16) s'étendent au cas des équations de Laplace 
au nombre uerconque n de variables x, : 


Vi = DE F0 voir monographie [11], t, II, ch. IV. $ 2. 
im! 
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si la fonction inconnue 1 du problème de Neumann, dont la dérivée 
normale acquiert à la frontière certaines valeurs données f* (s), 
est prise pour v, il vient alors que 


du __ dv +» 
Hs = x = (s), 


de sorte que les valeurs limites uw peuvent être calculées en négligeant 
la constante additive de peu d’importance suivant la formule 


f(9)= | #(s) 5, (4.20) 
0 


qui, grâce à la relation (4.17), fournit de façon univoque une fonc- 
tion déterminée. Ensuite, en résolvant le problème de Dirichlet 
aux valeurs limites (4.20), on obtient u. 


ÿ 

B C 
Ce 

0 A x 


Fig. 20 


Une fois u déterminé, pour passer à v, il suffit d'intégrer la diffé- 
rentielle totale 


dv = —u, dr + u, dy, 


ce qui se réalise par des simples quadratures ([9], ch. IV, $ 4.5). 

On rencontre le problème de Neumann quand il s’agit, par exem- 
ple, de déterminer le champ de température stationnaire t (x, y, 2) 
dans le cas d’un phénomène thermique stabilisé se caractérisant par 
le cas particulier de l'équation (8.23) 


ot , o?t 
Te tTar 0 (4.21) 
et les conditions aux limites correspondantes. 

Donnons un exemple. 

Chercher la température stationnaire { des points intérieurs d'une 
mince plaquette rectangulaire OACB (fig. 20) à laquelle la chaleur 
est régulièrement fournie par le côté OA, et est régulièrement cédée 
par le côté OB. Les deux autres côtés AC et BC sont protégés par 
une couche isolante. 
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En désignant par Q la quantité de chaleur fournie par le côté OA 
et cédée par le côté OB, k étant le coefficient de conductibilité 
thermique, et en cherchant la solution de l’équation (4.21) dans les 
conditions aux limites 


æ| L@ | _g. #| __e | | 
0x x=0 — k oy PSV ? Ôy y=0 ka ? oy yæb ? 
il vient 


(a, = lb} —(z—e)]+C, 


où C est une constante. 


3. Problème mixte (troisième problème aux limites) 


Déterminer la fonction harmonique dans un domaine fermé D 
quand sur une partie du contour du domaine sont données les valeurs 
de la fonction, tandis que sur l’autre sont données les valeurs de la 
dérivée normale, ou bien, quand sont données les valeurs d’une cer- 
taine combinaison linéaire 


A(s)p(s)+B(s) = F (s) (4.22) 


de valeurs limites d’une fonction harmonique inconnue 1 et de sa 
dérivée normale d/dv. 


IV. DIVERSES FORMES DE SOLUTIONS GÉNÉRALES 
DES ÉQUATIONS DE LAME 


1. Équations de Lamé en forme vectorielle 


Les équations (3.3) en forme vectorielle ont l’aspect : 


AE U + re] —0, (4.23) 


ou 


Vu + + orad div & —=0, (4.24) 


1 


où # est le vecteur de déplacement total du point; 
r le rayon vecteur du point mené d'une origine quelconque d’un 
système de coordonnées rectangulaire [12]; 


div u=TE y +95 , grad Fi + + 4 


y 0x d= ° 


2. Solution de B. Galerkine [13], [14] 
Sous forme vectorielle: 
2Gu = 2 (1 — ©) V*p — grad div q. (4.25) 
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En coordonnées rectangulaires 
P = 2qi + 1p2 + kps est le vecteur de Galerkine; 


divp= ++; (4.26) 


æ, sont les fonctions biharmoniques quelconques. 
Sous forme scalaire: 
en coordonnées rectangulaires 


Ô 
26 (Us Uys 4) =2(1—0) Vprrs— gr (4.252) 


= ++. (4.26a) 


La contrainte se détermine d’après les formules (3.2a): 
en coordonnées cylindriques 


2Gu, = 2(1— 0) (cos BV2y, + sin BV2q) — + ; 


2Gup = 2 (1 — 0) (sin BV2p, — cos BV2qe) — +. T: :  (4.25b) 


2Gu, = 2 (1 —0) Vips— 2, 


p=cosp ui Snh, + + sin 6 Te + SE. +, (4.26b) 


2%... . | ..e 
ve +htbes ds, 
Â 02... 97... 
Pour r—const (enveloppes) VC) + 


? Gt... , 2... 
FT —00 V C)==r +: 


, pour 


a 


Les contraintes sont déterminées à l'aide des formules (3.2b); 
en coordonnées Sphériques 


2Gu, = 2(1—0) (cos $ sin a V2, + sin $ sin aV?2p + 
+ cos a V2p3) — ; 
2Gup = 2 (1 — 0) (sin BV2p, — cos BV2p>) — 
4 ô . (4.250) 
rsina op ? 
2Gux = 2 (1 —0) (cos P cos a V2p, + sin B cos a V2p2 — 


. 1 0 
— Sin QV?ps)—-—. 2, 


à … . "01 _ Sinf dr cos Bcos a Te 
où p=cosp sin a ôr rsina op + + 
0P: cos Ô ) 
+ sin B sin a— +2 B_. êTe + cos + 


ôr rsinœ Of 
+ sinfcosæ Opa sina 0. (4.26c 


r oB r. da 
02... 2 9... 1 03... 
PCs get rome ge + 
4 02...  ctga 0... 
Fe TR où 


Pour r —const 


1 02... 0... 1 0®... 
V2(.. )=— (SZ + cts a +s 7e): 


sin“ œ 


Les contraintes sont déterminées à l’aide des formules (3.2c). 


3. Solution de P. Papkovitch et de G. Grodski [15] 
Sous forme vectorielle: 
2Gu = 4 (1 — ©) D — grad (rw + Vo). (4.27) 


En coordonnées rectangulaires 
d= dv, + jf: + Mb, est le vecteur harmonique ; 4, est le scalaire 
harmonique ; 1; sont les fonctions harmoniques arbitraires. 
Sous forme scalaire: 


2G (us, uy, u:)—=4(1— 0) Yÿ,2,3 — 
Où Ÿ = T1 + YŸe + 2\3. 


Les contraintes sont déterminées à l’aide des formules (3.2a). 


AU 


O7, Y, 2 , (4.27a) 


4. Solution de G. Neuber [16, 17] 
Sous forme vectorielle: 
2Gu = 4 (1 — ©) — grad F. (4.28) 


En coordonnées rectangulaires 
d = À + Jde + Ab, est le vecteur harmonique: 
+, sont les fonctions harmoniques arbitraires 


F — ôV1 | 0Ÿ: ( (GATLE 
V° 2 ( Ôr ôy a) ° (4:29) 
Sous forme scalaire: 


0F 


2G(u; uy, u,)=4(1—0)birs—z— 


(4.28a) 
compte tenu de la formule (4.29). 
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9. Solution de L. Galine [18] 
2G (Us, Uy) U;) — hs +2 (4.30) 


0x, y, 2° 


2h, — O4 ___1 [01 02, 0Ÿs 
Vihi=0 et =5(> te) 
La solution (4.28) a été utilisée dans les problèmes se rapportant 
à la concentration des contraintes. 
La solution (4.30) est utilisée pour le calcul d’une couche infinie 
et d'une matrice sur un demi-espace élastique (problème 9.7). 


6. Solution de Lamé 


1 03.1.» D. s. 
2G(ux, uy, u:)=%Ÿ,2,s +155 (es — st) » (4.31) 


Va =0, Vins — EE, 


Problèmes 


4.1. Problème de Lamé pour le cylindre (1852). 

Un cylindre de révolution d'hauteur k, de rayon extérieur b 
et de rayon intérieur a est soumis à des pressions uniformes intérieure 
pi et extérieure ps. 

Déterminer les contraintes et les déplacements pour les conditions 
aux limites suivantes: 

a) le cylindre s’appuie sur un plan absolument rigide et lisse; 

b) le cylindre est placé entre deux plans rigides et lisses, la 
distance entre ces plans ne variant pas. 


Dans le cas de déformation à axe de symétrie des corps de révolu- 
tion, les contraintes et les déplacements, comme l’a montré A. Love, 
$ 188, s'expriment à l’aide d’une seule fonction biharmonique ps; = 
— p (4.25b): 


FE 
2Gu, = —— ; up=0; 


2Gu,=[2(41—0)v-2]p+8; 


(4) 02 
R,= (oi) qi Rs=B,=8B,=28=0; 


Ban (ovr-42)e: 7 
2,= 2 [2-0 |: 
R,=7,=52[(4—ov-#]0. ] 
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92 
= _ ++ + 9E= ? 


ô étant une constante arbitraire. 

On peut vérifier par substitution que pour un système de con- 
traintes donné deux équations d'équilibre (1.1b) et quatre équations 
de continuité (3.4b) sont vérifiées si V*V2o = 0. 

Pour trouver la fonction œ il est commode de la définir comme 
une série de puissance finie de la variable z, dont les coefficients 
sont des fonctions inconnues de r: 


Gus r)æ À far) = fo fr) fa (r) 22 far) far) 8 + fa 


En reportant cette expression dan l'opérateur biharmonique 


88 2 6 A1 0° 
Perte 36 7° a 


Cu 4 
+7 or rte ete je +) °=0 


et en égalant à zéro les coefficients de mêmes puissances de z, on 
obtient des équations différentielles permettant de déterminer les 
fonctions inconnues f,. Ces équations sont du type eulerien et après 
intégration donnent des fonctions élémentaires. L'intégration con- 
duit aux formules: 


fo(r) = 40 + Bo Log r + Cor? + Dir? Log r + 
+T (TE Bi+S De AC) ri — + (BB + 2D) r° Log r + 
1 6) D 
+5 (Ci-rD)r+ sr Log r ; 
fa (r) = A1 + Bi Log r + Cir?+ Dir? Log r + 
+ (5-Cs) ri — À Dyrt Log r ; 
2 (r) = 42 + B: Log r + Cor? + Dir? Log r + 
+5 (Ci) r— À Dir Logr: 
fa (r) = A3 + Ba Log r + Csr° + Dsr* Logr; 
fa (r) = A4 + Bi Log r + Cir° + Dir? Log r. 
Pour les conditions aux limites du point «a », on a: 
pour r=aR, = —p;, Z, = 0; 
r= 0 R, = —p,, Z, = 0; 
z=0Z,;=R, = 0; 
z=Rhu, = 0. 


L'analyse de la fonction q e! de: conditions aux limites permet 
d'aboutir aux conclusions suivanves : 

1) la fonction dépend des fonctions f, impaires. Les fonctions 
paires caractérisent la pression proportionnelle à la première puis- 
sance de z: 

2) pour que Z, = 0 avec r =+, les constantes D,, Bs, C; 
et D; doivent s'annuler; 

3) la constante À, n'’exerce aucune influence sur les états de 
contrainte et de déformation. 

Les conditions mentionnées prises en compte, il vient 

p(z r) = (B; Logr + Cir°) z + Assÿ. (b) 


En établissant les expressions pour les contraintes et les déplace- 
ments, compte tenu des conditions aux limites, on obtient: 


__ Po—Pi . ___({— 0) (Pob*— pia*) , 
Big Us G= ZI 0) ra) 
À, (2— 0) (pob°— pia*) , 5— O (Pob®— pia*) À 


34 +0)(@6—a7) * G(1+-0)(bÈ—«&) 


Les déplacements et les contraintes valent : 


1 (Pa— Pt) 8*b*® : (1— 0) (pob°? — pia*) . 
U, = — 3505 | Fr — r |; 


___ O(Pob* — pia* _b\: 
= TG otre) Ch)? 
R, ab? Pa— Pi Pab®— pia* , 


—— RES CEE 


TT b?— a? r? b— a? ? 
Ba== — SU Po Pi __ Pob*— Pia? . 
B— pig r2 ba? ? 


Pour les conditions aux limites du point « b » il est commode 
de prendre pour hauteur du cylindre la grandeur 2h, tandis que la 


2 


JPITII11TT IQ T11ITTÀ 


Fig. 21 


fonction œ est définie par l'équation (b). Les valeurs obtenues doivent 
coïncider avec les résultats de la solution du problème (6.1) pour 
u, = Z, —=0etZ, = 0 (R, + Ba). 
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4.2. Déterminer l’état de contrainte dans un panneau rectangu- 
laire limité par les plans Z2 = +h/2, zx =0,y =0,xz=aet y = b, 
à appui libre sur les côtés et soumis à une charge normale p unifor- 
mément distribuée (fig. 21). 

Pour résoudre ce problème prenons une fonction biharmonique 


Ps — P: 


Dans ce cas (4.25a) les déplacements et les contraintes sont: 


9? o? 
2GU, = —-—— , 2Guy=— 5, | 


mu (eo fe 


_ de 
À x 7 0z  (ov?—= me) À — 7 dz° (a) 
2 + a 
Ô 0° - 0 9? 
= (ov— ÉTÉ ) v: F,=[(-o)vr- |; 
0 ü® 
Z,=[(2—0)v—< |o: 
) 
2,=L[4-ov-5 | } 
où 
2 __ 45... , 07... ec? ... 
Vic) tr tx 
Les conditions aux limites du problème s'expriment ainsi: 
pour z = —h/2 Z;, = —p, À, =Y, =0; 
z = h/2 Z;, = Y,;=X, =0; 
z=0etzrz—=a Xx = U; = 0; 
y=0ety—=b ŸY,—=u,; =0. (b) 


La fonction biharmonique satisfaisant aux conditions aux limi- 
tes (b) en x et y, selon les formules (4.2a”) et (4.4) prend la forme: 


C0 


= >» À [Amnsh(nz V m2/a2+ n2/bè) + 
Mæin=)i 


+ Bmn Ch(xz V'mela + n2bi) + Cnzch (az V ma? + n2/b) + 
+ Dmnzsh (az Vm2/a2 + n2/b2)] sin max/a sin ray/b. 


La charge p répartie sur le panneau se développe égale ment en 
une double série suivant la formule 
p= >) > Amnsinmnzx/a sin nny/b, 
Mmin=i 


6 


où 


a b 
Emn = + | p sin mar/a sin nay/b dx dy. 
0 0 


Pour déterminer les constantes arbitraires An, Bmnr Cmn Pmnr 
on utilise quatre conditions aux limites en z de (b): 
pour z = —h/2 Z, = —p, X, ou Y, = 0; 
z = h/2 Z, = 0, X, ou Y, = 0 [voir formule (a)]l. 
Les études du travail des panneaux épais ont abouti à la conclu- 


sion suivante: la théorie des techniques de calcul des panneaux 
minces [4] se basant sur l’hypothèse que e,, = e,, = e:, = 0 et 


P _ 


Fig. 22 


Z. = 0 (d'où X,, Y, et À, = Y, varient suivant la loi linéaire), 
permet de simplifier la solution également pour les panneaux avec 
un rapport de la plus petite dimension a ou b à l'épaisseur hk égal 
à trois et plus, et d'obtenir des résultats très proches des valeurs 
exactes. 

4.3. Problème de Boussinesq (1885) [4]. 

Sur un demi-espace z > 0 élastique, normalement au plan limite 
z — 0, agit une force P (fig. 22,a). 

Déterminer les déplacements et les contraintes. 


Le problème est étudié comme un problème à axe de symétrie 
en coordonnées cylindriques avec une singularité logarithmique 
à l’origine des coordonnées qui est le point d’application de la force. 
Pour déterminer les déplacements et les contraintes, on utilise pour 
les calculs les formules théoriques (a) du problème 4.1. 
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Si les contraintes sont définies d’après les formules (a) du problè- 
me 4.1, elles satisfont aux équations d’équilibre (1.1b) 

0Rr , 0R, , À Se 0Zr , 02; | 

To ot =0, — E+ÉE=0; 


ainsi qu'aux conditions de Bortrami-Mfiche® (3.4b) : 
0260 
V'R, EU — Be) + re + =0, 
V2B5+ + (Re Bp)+— 2 © =0 
B B en r ôr ’ 
28 
VZ:+< = _. = 0, 
r #6 

VE, Es gra = 0: 

si la fonction est biharmonique, c'est-à-dire si (4.1b), 


V2V20— (S+iir+s 2) (+1 2+2)-0. 


r ôr 92? or? r ôr 0z? 


On résout le problème en introduisant la fonction biharmonique 


P=R= {R+(1—20){[zLog(R+z)—R])}, 
où 


R=VR+FP=VrFy +. 
En tenant compte de ce que 


OR _,7 OR 7 R—23= 3 
or R ? 4. R' R+z 
ViR=<, Ve{zLog(R+z)—Rj=—0, 


il] vient : 


Ur — 0 RU RE: 


U: = CR [24— +7 , 


Re ré (on 


…: (1— 20) P R z 
Es — 371 R? (= —+), 
3P 23 
LRU R: 
3P rs? 
Ri=l= x", 


Rs=B,=8B,=—Z5=u8—0. 


Pour R — œ tous les déplacements et toutes les contraintes 
tendent vers zéro. 
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Pour z = 0et À = r, on obtient le déplacement du plan limite: 
u, = —(1 — 20) P/(4nGr) = — (1 + o) (1 — 20) P/(2nEr), 


u, = (1 — ©) P/(2nGr) = (1 — 0°) P/(nEr). 

Le plan limite z = 0 est libéré de contraintes (Z, = R, = 0), 
le point À — 0 excepté, où les contraintes croissent infiniment. 
Cette dernière circonstance s'explique par l'existence d’une force 
ponctuelle P appliquée à l’origine des coordonnées et peut être 
explicitée par les calculs suivants. 

Découpons à l’origine des coordonnées dans le demi-espace une 
demi-sphère de rayon À; quand R est petit (fig. 22,b) la charge des 
forces s'exprime en contraintes suivant des éléments de surface 
inclinés. 

La projection du vecteur principal de ces forces sur l’axe z est 
différente de zéro et est égale à 


Z = Î | [Z- cos (Rr)+ 2, cos (Rz)] dF = |cos(Rr)= —sina— —r/R, 
F 


cos(Rz)= —cosa— —z/R, 


7 
dF=rdf-.Rda|= SL dB | (+ sina+-cosa) rR da 
0 


sin & cos? « da = P. 


Donnons les valeurs des déplacements et des contraintes en coor- 
données rectangulaires x, y, z (voir fig. 22,a) 


__ P 2Z z 
Ux Zn mIRC: 


P zy y 
Un [a Horn: 


P z3 À +.2u 
Un [GR T'CUEGR 
= 2 2.1 -2 
= (mon ele For) 
2 z 21 -2 
Yy= + {[ Te —770 | — TT (s— RS(R+:) FE ]}. 
2 ([Rtmor]-cr) 
… P ( 3zy: Gzy(z+2R) 
Lo RO) 


Vie + om] 1e #6) 


2e (Rte a). 


=] 
[ÈS 


4.4. Problème de Kelvin (1848) [4]. 

La force P est appliquée à un point d’un corps infiniment grand 
suivant l’axe z (fig. 23). 

Déterminer les déplacements et les contraintes. 

L'origine des coordonnées est choisie au point d’application 
de la force que l’on entoure d’une petite région sphérique. Le problè- 


Fig. 23 


me se résout en coordonnées rectangulaires par définition d’une 
fonction biharmonique 


p—=®ps— AR, (a) 
où 
R=VE+ +, 
À étant une constante arbitraire. 
Selon les formules (a) du problème (4.2), il vient: 


___ À x: __ À yz 
MZ R W=72G RE: 


mdr (É+ 6-0) 


eralt- | 
[4 ro], 
ta —20)+ |, 
Xy= RE, Er 204 , 
Ze= | (41- — 20) ++ (b} 


Pour déterminer la constante arbitraire À composons la pro- 
jection de toutes les forces, situées à la surface de la petite sphère, 
sur l'axe z (fig. 23) 


Z = | | [Z, cos (R, z) + Z, cos (R, y) + Z. cos (R, zx)] dF — 


Ms 


= |cos (R, x) = —x/R, cos (R, y) = —y/R, 
13 


cos (R, z) = —cos &« = —z/R, dF = r dB-R da | = 
= A | dp À 162 y2 + 22)/ RG [(1 — 20) + 822/R2) r R da = 
0 0 


= 21A | sin &@ [(1 — 20) +3 cos? &] da = 8x (1 — 0) À, 
0 
d’où 
A = P/\8n (1 — o)]. 


Les projections des forces sur les axes z et y sont nulles. En 
définitive, on obtient: 


__ ({+0o)P . 42 — (A+ G) P . 02R 
y 'BnE (1—0) RS  EnG(A +26) o:oy ? 


__4æ+o)? —_à+GP PR, 8 
de pese Lane +640) ] = ras ar VTC 


Fig. 24 


Les contraintes sont déterminées à l'aide des formulesi (b): 


X= 05 [4 , 
Y,= aa xlt- — 26 | 
= Re 
= | —20)++ |, 


… Py k 3z3 - 
pa —20) + |. 


Pz 3z° 
Z:= —ÿ% (1— 0) R3 [A—20)+ + |. 
4.5. Problème de Cerutti (1882) [4]. 
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Sur un demi-espace élastique z = 0 tangentiellement au plan 
limite z = 0 agit une force T' (fig. 92). 
Déterminer les déplacements et les contraintes. 


En posant que la force T est appliquée à l’origine des coordonnées 
le long de l'axe z, on cherche la solution en introduisant deux fonc- 
tions biharmoniques (4.25a) 


= sy (8 +2(1— 0) ( — 20) [z Log(R + z)— R]} 


et ps= ray (1 — 20) x Log(R +2). 
Ensuite, selon les formules (4.25a), il vient : 
_ TIA+H3S , 2\1 T 
de 7 ( À +6G IR RATIORT 
T 
Haas Jr 
__ T  zy 1 … 1 | 
VTC RLGR GEO: J' 
__ T a | £ 1 
Ta R GR mous]; 
au point O— || X,dzdy=T. 
Selon les formules (3.2a) les tensions seront égales à : 


Ver Une tre Rae ot ml) 


_ T f 3xy° 10 (BARS) 17 
Vos 27 (+ Rs TYrC FF & Ercz +2) RS(H--:) RS }}: 


e CT 3r°?y Gy arr Â ZT? (3R-+2) -L 2) |} 
SVT Qn {+ RS Arc LRU (Rs: 
__ ST r:? __ àT ryz » __àT x? 

Les issus Lis. 


4.6. Problème de Myndlin (1936) [19]. Déterminer l'état de con- 
trainte dû à la force P appliquée à l’intérieur d'un demi-espace 
élastique z > 0 normalement au plan limite z = 0 (fig. 25). 


Vu que l’état de contrainte est symétrique par rapport à l’axe z, 
les contraintes et les déplacements se déterminent à l’aide des formu- 
les (a) du problème 4.1. 

En choisissant la fonction biharmonique ® Myndlin a agi de la 
façon suivante: 

1) il a appliqué la solution de Kelvin (problème 4.4) à la force 
s’exerçant au point (0, O, c) 


AR = AVF+(G—c}; 
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2) pour éliminer les contraintes Z, et R, sur le plan z = 0, 
obtenues dans la solution de Kelvin, ainsi que pour satisfaire aux 
conditions 


| 2nrZ.Mdr = — P pour z>c 
0 


il a adjoint au point (0, O0, —c) cinq noyaux de déformations: 
a) une force le long de l’axe z: 


AR; = À Vr+G+ c}; 
b) un couple de forces dans la direction de l’axe z: 
B (z2+ c)/R;; 
c) un centre de compression dans la direction de l'axe z/: 
C'Log (Rs + 2 + c); 


(0,0, -cle” 


(x,y,2) 


Fig. 25 


d) une ligne de compression le long de l'axe z dd z2+c=0 
jusqu'à Z2—+ c = — œ: 


D [(z + c) Log (R, + z +'c) — Rl; 


e) un dipôle (un double centre de compression) d’axe parallèle 
à l’axe z: 


F/R:. 
On obtient ainsi une fonction biharmonique 
p=AiRi+ AR, + FOTO 4 C Log (Ri+2+c)+ 
+ D [(z+ c) Log (R, + z2+ c) — Re] + F/R,: (a) 


3) après avoir déterminé les contraintes Z, et R, d'après les 
formules du problème 4.1 et satisfait aux trois conditions du point 2, 
on obtient la valeur de toutes les constantes 


A, = P/{8x (1 — o)] (problème 4.4), À = (3 — 40) 4, 
B —= —2cÀA;, C — —4 (1 — 20) CA; 
D — 4 (1 — Oo) (1 — 26) A, F — 2c° A. 


En reportant les grandeurs obtenues dans la formule (a), on 
peut obtenir la valeur définitive de la fonction o: 


P 2c2 
= TT {Ri+ 180 (1—0)—1] Re TE + 


+4 (1 —20) I(1 —0) z— 0e] Log (R:+2+c)}. (b) 


Si c—> oo, alors tous les termes contenant R, disparaissent et 
on obtient la solution du problème de Kel- 
vin (4.4): 

__ APR; 
Pr (—0) : 


Si c—+0,on a la solution du problème de 
Boussinesq (4.3): 


p=-—120R + (1— 20) z Log (R + 2)]. 


En utilisant la fonction des contraintes | 
{b) on détermine, à l’aide des formules (a) z 
du problème 4.1, les contraintes. 

Par une méthode analogue Myndlin [19] 
a résolu le problème quand agissait une y 
force ponctuelle au sein du demi-espace 
élastique à la profondeur c parallèlement Fig. 26 
au plan limite z — 0, les problèmes de 
Kelvin (c — )et de Cerutti (c — 0) constituant pour ce problè- 
me des cas particuliers. 

4.7. Problème de Mitchell (1900) [4]. 

Trouver la distribution des contraintes dans un cône infini 
& — &;, au sommet duquel, perpendiculairement à l’axe du cône, 
agit la force S (fig. 26). 


I1 faut trouver la solution des équations (3.3c), pour lesquelles 
les déplacements sont inversement proportionnels au rayon r. 


Posons u, et u, proportionnels à cos nf, tandis que u, l’est 
à sin nf. 


17 


À, 


Dans ce cas les déplacements seront égaux à 


cos ñn À + 2G 
= (ES + C te” + +Dog"—); 


r 
cos nf  __À+3G : d ( r20 


rsin@ 2G Sna ss) + 


+ (c te" ++Detg"+) cosa+Ftg"++Hetg" + | ; 


sin nf À+3G r°0 .& | 
ne | 2G ss —(Cte 5 — Dctg +) cosa— 


Ua — 


Up — 


— Fig" + +Acte+|, 


60 — SE [4 (n + cos a) tg” + B(n—cosa)ctg" 7]; 


B, C, D, F, H étant des constantes arbitraires. 
Pour r = 0 ou nr = 1 la solution exige une étude particulière. 


La résolution du problème s'effectue par combinaison de trois types 
de solutions 


F sinacosf . 
DO W=ze r 
_ À + 3G F__ cosacosp . 
Ua 2520) An Fr? 
Ue= — À + 3G 4 _sinf 
BT 2126) 476 r 
R ___3À=-4G  F_ sinacosf, 
FT A:2C 416  ? 

G F sinacosB. . 
AB a À à A8=0: 
p.=-6_.f"F,sinf 
T7 +26 47 r2 ? 

_____G_ F. cosacosf 
ro À+2G 4n r2 
. C cos $ 
2) u=0i ue Ts : 
ue = €. sinf . 
Br  1+cosa ? 

…. … 2GC (1—cosa)cosf. 
Rr=0 Ao= —Bp= — 5 Hs asne! 

_ 26C (1—cosa)sinf., _. __2GC. sin & 
Tri  (1+cosa)sina ? ri A1+cosa ” 


R,—=2G C.- csP 


r? 1Â1+cosa ” 


D sinacosf D D . 
3) We Too a : Ua = — COS ; ug= ——sinf; 


… D sinacosf. Ln. 
= Ado —26 75e P8—0; 


D sinasinf. _nD 1 ._ a. 
Aÿ= — T5 1+Ecosa ? B,=G-z (2— 1+ cos « ÉCLE 


R=-G2 2 — cos $. 
( 


= 1+ cos a 


Les conditions aux limites du problème prennent la forme: 
pou a = A, = R, = B, —= 0, d'où trois équations homogènes. 
par rapport à C, D et F. Des équations obtenues on tire: 


____(4+cosæ)* . _ 1+ cos & 
C= En + 20) F;, D— RQ + 20) F. 


En formant la somme des projections sur l'axe x de la force S 
et des contraintes suivant la surface sphérique de centre au sommet. 
du cône, il vient 


s= (2 + cos &4) À + 2G 


z +20 (1 — cos &i)°. 


4.8. Etudier l’état de contrainte au sein d’une lourde sphère 
de rayon a s’appuyant sur un support horizontal rigide. 


Les forces actives sont: le poids spécifique du matériau y et la. 
réaction du support 


P = 4na*y/3, 
appliquée au pôle inférieur de la sphère (&œ = x). 


Selon le problème (3.10), la charge superficielle peut être repré- 
sentée sous la forme 


2n+1 P 2n +1 
On (A (1) EE a 
et, en particulier, 
1 
Oo= —7 V4 Oi= Ya. (a) 


Pour le poids spécifique de potentiel IT l’équation (4.8) prend 
la forme 

1 
1— 20 


Vu + grad divu=—#=# grad Il, (b) 


G 
qui peut être satisfaite en introduisant le potentiel des déplacements 
ü = + grad X (c) 
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qui se définit, comme le montre la substitution de l'expression (c) 
dans l’équation (b), à partir de l’équation 
1—20 


V° X2G—0) IT. (d) 
Le potentiel du poids spécifique 
I = yz = yrcos a = yrP, (u), (e) 


autrement dit est une fonction harmonique. 
En adoptant dans le cas général 


I = ZI, = Y E,r"P, (u) 


et cherchant la solution de l'équation (d) sous la forme 


X = D Xn = D Far Il, (P) 
où F, sont des constantes inconnues, on obtient 
1—20)E, 
Xn = Rs EPA (u) (g) 
et en conformité avec (c) 
__ 1 4x … 1  d{n 
WT À LT ge (h) 


Dans le cas considéré, compte tenu de (e), il vient: 
pour les déplacements 


__3(1—20)Y ,» _ (1—20)Y 2... 
He DG—o)G, SA la Zoe | 4; 
pour les contraintes 
__ _à—0 . __ (1—29)y _ L 
Re= gs; Ÿ' Cosa; A, = — SU—06) r Sin & ; 
1 + 30 . 
A, = BPp— 50) V” COS a. (i) 


La surface de la sphère r — a partout, à l'exception du pôle 
{4x — n), ne doit pas comporter de contraintes. La solution particu- 
lière (h) de l'équation doit être ajoutée à sa solution générale [(c) du 
problème 3.10] en effectuant la sommation sur tous les nombres 


SJ 


positifs de rñr = 0 à nr = : 
(R+1) (2Ga, + KAA) a° +26, (n—1) a 20, = (— 1) ET pa: 


Gl(an+nAn)+2(n—1)a2C,]= 0. () 
Pour nr = 1 (solution particulière) les termes du second membre 
des équations (j) sont respectivement égaux à [(a) + (i)]: 
3— a = 2(1—20) a 
5(1— SH Y 5(1—0) V?: 
1—20 ( dP, 
540) V4 | a 


O4 — YA — 
T—= — = —sina). 
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Une fois les constantes 4, et C, déterminées, on trouve. les 
contraintes à l’aide des formules (c) du problème 3.10. 

4.9. Etudier l’état de contrainte au sein d’une lourde sphère 
de rayon a tournant à une vitesse angulaire constante w autour de 
l'axe z. 


Au cours de la rotation de la sphère autour de l'axe z des forces 
centrifuges apparaissent dont le potentiel est 


II — — D (22 + y). 
En passant aux coordonnées sphériques suivant les formules 
x = rsin & cos f, y = r sin & sin f 
et, compte tenu de ce que 


P; (cos a) = P, (u) = (3u* — 1)/2 
(voir ch. 4), il vient 


2 w? 

= rte rep, (p). (a) 

Le premier terme correspond au potentiel ne dépendant que de r: 
I = I (r), 


et, par suite, | earate (d) du problème (4.8) s'écrit: 


vuse(s (4) 500 


d’où par intégration directe, on obtient 


Fr 


25 (d 

= 7 (rell(r)ér, 

0 0 
soit 
1 d 1— 25 
HET = mg | rl (r) dr, 
us =0, 
R,=0+26 Sen (r) —ÉCER À re (r) dr, | 
(b) 
, 1— 20 
Aa = B5 = 10 +26 = + sys | "1 ()dr, 


A, = 0. 
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Pour que la surface de la sphère ne soit pas soumise avec r — a 
à des contraintes, il faut à la solution (b) ajouter la solution générale 
des équations (4.8) sous la forme [problème 3.9, formules (j)]: 


u, —= 24, (1 — 20)r, u, = 0, | 
R, = A, = Br =4G(1+0)A,, À, =0 


avec la valeur À, définie * après la relation 


(c) 


ne) FT A | r2T1 (r) dr + 4G (4 + 0) A9 =0, 


— 0) aÿ 


en conformité avec la première équation de (b). 
On obtient 


2(1— 20) 
Ao= rc | — IT (a + er | ral (r) dr]. 


La somme des solutions (b) et (c) donne: 


: 2(1—20) 
Ur = po (0)+ TE 5) a 23 fenar]r+ 


1— 20 


+5ai-S HF £ frentoar Ux =0, 


R,=T(r) —I (a) — D [= fr en (dr | ra (r) dr], 
0 ù 


A,=0, 
Aa= Bg= + H(r)—N(a)+ 


+ TS 


PI (r)dr+ 2 | 7e | 
[sfr (r) rar jm ar] 


Compte tenu du premier terme de la formule (a), on obtient en défi- 
nitive: 


) vo® (1— 20) r (= 2 __ 2 1) 
Ur Geo) \1+o+ 7 ). ue — 0, 
(Q) 3—0 
F4 RE 1—0 (a2— r?), A; =0, 
(1) RD — = ( 2 __1—30 2) 
AG = B$ 15g 1—0 q 3—0 UE 


La solution particulière correspondant au second terme de la 
formule (a) sera écrite sur la base des équations (g) et (h) du problè- 
me 4.8 pour nr = 2 et E, = yw’/3g. 
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En conformité avec cette solution les contraintes à la surface de 
la sphère (r — a) seront égales: 


2a? 
RP = La —; (6— 50) Pa A7 = 


({1—20)yw°a? dP 
14g (1— 0) a (d) 


Pour lever les contraintes (d) il faut superposer la solution (c} 
du problème 3.10 aux deux constantes À, et C,. Les constantes se 
déterminent des conditions de l’absence de contraintes R, et À, 
quand r — a: 


3 (2Ga> + KA») a? 4GC: = EC) (6— 50); 
G (a: + 242) a? + 26GC,= Te 
où 
3 2G 4—2 = | 
ay = (2K +1) 42, K = = A2= +7 (3K — 10) 42. 


4.10. On applique à la surface d’un cylindre de révolution de 
rayon a et de longueur ! une charge équilibrée à axe de symétrie 
de la forme 


Z;(r, 0) = f1(r), R; (r, 0) = fa (r), 


Z.(, D=fi, Re D=f(, jo<r<e | (a) 
R, (a, z) — Î5 (z), Z, (a, z) — Ïe (z), 0OLz<!, 


où /,; sont des fonctions continues par morceaux, variant de façon 
limitée dans des intervalles correspondants. 

Déterminer la fonction biharmonique œ (voir problème 4.1) qui 
satisfait aux conditions (a). 


Ecrivons la fonction q@ sous la forme 


p(r, z)=2(AÀr?+ Bz?) + à [4x Sh (u22) + 
+ B, ch (ur) + Crpz sh (ux2) + Dixz ch (ux2)] Jo (Ur) + 
+ à [ExTo (Arr) + Grhar La (Anr)] sin (A2). (b) 


La fonction (b) satisfait aux conditions (a) au cas où: 
1) les grandeurs Àx = kx/l; 
2) les grandeurs u, sont les racines de l'équation 


Ji (una) = 0 
avec la formule asymptotique u,a = x (4 + 1/4) + O (1/k); 
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8) les fonctions f, (r) — jf, (r) peuvent se représenter dans l’inter- 
valle 0  r </a sous la forme de séries par rapport aux fonctions 
de Bessel: 

( do+ à anJo(tar), 2 beds (dar); 


et 


4) les fonctions f;(z) et fé(z) peuvent être représentées dans l'in- 
tervalle 0 < z < Î{ sous la forme de séries de Fourier 


SR + S Cr COS (AZ), > dy, sin (An); 
k=1 
9) les coefficients de la formule (b) peuvent être représentés au 


moyen de &;, b;, c; et d; en tenant compte des formules (a) du pro- 
blème 4.1. 


CHAPITRE 5 
PROBLÈME PLAN EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES 


1. ÉTAT PLAN DE CONTRAINTE 
O 
Z,=Y;=X;=e;ytex=0, Ezz = — + (A+ y). 


1. Équations d’équilibre 


Pe+u+x= =0(=0e me), 


dt 
(5.1) 

Pe+u+y- 0(=r 5%). 

(HE 2. Équations géométriques 

e..— ôux e _— ôduy 
XX— F7 s Cyy — "du ? 
nu ? | (5.2) 
= _ + y 2 | 

der 0? eyy 3 Exy —0 (5 3) 


Oy “TT O2  ordYy 


3. Équations physiques 
1 
Exx (Xx—0Ÿy), 


1 ' 
2({ 
— C9 X,; 


XU 


E 
X > — 4—0? (exx + Ceyy); 


E , t 
Yy 10 (eyy + CExx)s i (5.5) 
FE 
As ro 


4. Équations fondamentales exprimées en fonction 
des contraintes 


JXy 0 


9x 
À É 
PRET = 1 _yise pa w)- , 
— {+ (+). (5.6) 


d. Equations fondamentales exprimées en fonction des déplacements 
ô 2(1— 0° 
[2H +t-o 2 ]u+ (+0) rt 2) x =0; 
(1+0) +[2 + 0 3 ny +2) y =0, (5.7) 
ou bien en forme de Lamé: 
24 +) 
CVs +6 (Sr +1) S+X=0:) 


5.8) 
2 0 À 
| mens 
ou 
0Uy ‘uy = 
DE Hem Fe. 


II. DÉFORMATION PLANE 
CEzz = Crx = Cry = Âr =; = 0, Z, = 0 (X, + Y;). 


Au cas d’une déformation plane il faut dans toutes les équations 
du point ÎI remplacer 


GPA = — , et Æ par Ey=——. (5.9) 
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Dans ce cas, par exemple, les équations (5.7) deviennent 


0° 
gs + (A — 20) | u +7 + 
+ 24+0) ) (—20) X=0: 


[24—0) & 


(5.72) 
dur u _— 
+ +[24- NZ + — 20) À | + SCHOG y = 0, 


tandis que les équations (5.8) seront: 
GPO) GE HA 0 (De PE): 
GV'uy+ (+6) © D+Y- 0(=P un). | 


Selon les équations (3.3a), il vient 


(A+ 26) À —26 À = 0;(14+26) +260,  (5.8b) 


à = Eno1/(4 — 0°), Æ, = E/(4 — 0°), o1 = 0/1 — 0), 
ou 
À — Eo/i(1 + o) (4 — 20)]l 


(voir les notations du début du livre). 


III. SOLUTION DES ÉQUATIONS FONDAMENTALES 

1. Résolution utilisant les fonctions contraintes-déplacements 
Les équations (5.7) possèdent une solution générale: 
= 2V2pi—(1 +0) (DE +) +au+b,) 


\ 
, f (5.10) 
u, = 2V?@po — (1 +6) (5 +<) —axz+c, ] 


où , sont des fonctions biharmoniques arbitraires; 

a, b, c des constantes caractérisant le déplacement du corps solide. 
La solution générale des équations (5.7a) prend la forme [voir 

les équations (4.25a)]: 


ue =2(1—0) Vip, (Se) +ay+b,) 


F1 
t _(5.10a) 
u, = 2(1—0) V2qr (S5:+<E) —az+c.) 
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Les équations (5.6) avec l'introduction de la fonction des con- 
traintes œ (x, y) (Airy, 1861), au moyen de laquelle les contraintes 
s'expriment par les formules 

X.= 9 y, = x, TP _ Xy—Yz, (5.11) 
ZX gy? ? To TU— LT J— ° 
où XÀ et Ÿ sont des forces volumiques constantes *), se réduisent 
a l'équation biharmonique 


a ot 04 
ViVip= ST + 2 is EC ETC ÎLE + = 0 — Ve (9.12) 


La fonction biharmonique (x, y) doit satisfaire aux conditions 
aux limites du problème exprimé en contraintes: 
0° dy 0% = (T . 
Ken de dE (2e) 
2 
r, 42? dy 9 dr (+) 


TO Oôxôy ds 02? ds ds \ ox 


(5.13) 


ou dans le cas du second problème fondamental, quand sur le con- 
tour L sont donnés les déplacements, aux conditions 


= g(s), u, = ga (5), (5.14) 


où g; (s) sont les déplacpments donnés des points du contour Z cons- 
tituant des fonctions de l'arc s du contour. 


2. Utilisation de la variable complexe [20, 21] 
Au cas de variables complexes 
z=2c+iy et 2=2—iy, i = V—1 (5.15) 
l'équation (5.12) devient 
0% 


Tage — (5.16) 
dont la solution générale est 
p= + lb (2)+2P (2) +2 (2) +01, (5.17) 
ou 
= Re [z1 (z) + x (2)], (5.18) 
où Re est la partie réelle de l'expression entre crochets; 


% (z) et x (z) les fonctions analytiques inconnues de la variable 
complexe z; 
+ (2) et x (z) les fonctions conjuguées de % (z) et de # (2). 


*) Les formules (5.11) s'étendent également au cas de présence de forces 
volumiques variables munies d'un potentiel. 
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Les conditions aux limites (5.13) du premier problème fondamen- 
tal sur le contour ZL ont l'aspect 


Hi = p(2) +20 0) +7 = 


= i É (XyLiY,) ds+ C= fit if: + const. (5.19) 
0 


Pour le second problème fondamental les conditions (5.14) sur le 
contour Z seront 


26 (u, + in) = x (2) — 79°) — 47 @) = 26 (a + igs), (5.20) 


où x —; ee, pour l’état plan des contraintes; 
x — 3 — 40, pour la déformation plane. 


Fig. 27 


Les composantes descontraintes se déterminent à l’aide des formules 
de Kolossov-Mouschelichvili : 


Xe + Y, = 2h (0) + PE] = 4 Re ÿ (): 
Y,—X,+ 2iX, = 2[2ÿ" (2) + x” (2)]. 


Les composantes de la résultante agissant suivant l’arc limite AB 
(fig. 27) sont égales (5.13) à 


(5.21) 


Le moment des forces agissant suivant l'arc AB par rapport 
à l’origine des coordonnées O est: 
B 


B 
M=— | @rs-vxods=— [fe ()+ue (4) ]= 


= [2 + xp + [pl4. (5.23) 


ES 


Pour le plan les équations (3.3a) deviennent: 
(a+26) À 26 20, 
0 on à n (5.24) 


d'où il s'ensuit que 6 et w sont des fonctions harmoniques conjuguées 
de deux variables, à savoir: 


(à + 2G) 6 + 2iGow = f (x + iy) (5.25} 


(voir monographie [4]), p. 216). 
Pour le plan les équations (3.3a’) deviennent: 


GYus+(A+G) = 0, Vu, +(A+G)É=O, (5.24) 


soit 
(using) + EE 20, (5.25'} 
où 
0e += 2Re (uxt in) 
2 = + a 


3. Solution par la méthode des fonctions initiales 


Le problème plan se résout par une méthode combinée: 
en qualité de variables inconnues sont prises les déplacements u., Ur 
et les tensions X,, Ÿ ,. Les grandeurs cherchées sont représentées 


Fig. 28 


sous la forme de séries de Maclaurin en puissances de la coordonnée y 
et sont exprimées par l’intermédiaire des fonctions initiales uwx, 
u, Xy et Ÿ?, c'est-à-dire les valeurs des fonctions pour y = © 
(fig. 28). 
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Dans le cas d’une déformation plane le système de calcul d'équa- 
tions prend la forme: 


0Xx , OXy _n 0Y+x , 0Y 
CACHE TE +0; ) 
Yi re UE Si +o es |; (5.26) 
- dUx , a 
x=v,=6 ( oy ). | 


En introduisant à des fins de simplification de l'écriture les notations 
(2) ) = 
U—=Gu,, V=Gu,, Y,=Y, X,=xX, 7 = A, 7 —P (5.27) 
on transforme les équations 620 € en la forme 


BU = —aV+X, BV = — a + 


n = net | (5.28) 
[6] 
BY = — ax, px 2 = aY. 


Les contraintes X, se déterminent à l’aide de la formule 
X = 72 1 — 0) aÙ + oBV]. 
Les solutions des équations (5.28) sont obtenues sous la forme: 

Ù = Liu UV + Luv VW + Luy Y° + Lux À; 

V = Lyu U + Lyvy VIH Lyy YO + Lyx XÀ°; 

Y = Lyu OU + Liv VO + Lys Y9 + Lyx AT; 

À = Liu U + Lxv VO + Lix Y° + Lxx À°, (5.29) 
où par la lettre L sont désignés les opérateurs différentiels linéaires 
qui, sous forme transcendante de la méthode opérationnelle, sont 
donnés au tableau 4.1. 


Pour passer de la forme symbolique à une représentation réelle 
sous forme de séries infinies, il faut développer les fonctions trigo- 


ro r Ê 
nométriques en séries de puissances ay et remplacer & par —. 


Pour un état plan de contrainte Æ et o doivent ètre remplacés 
respectivement par 


E (1 + 20}/[(1 + o)°] et o/(1 + 0). 


4. Utilisation des solutions homogènes limites [22, 23, 24] 
En posant dans les équations homogènes (5.7) 
u, = (1 +0) + + ay + b; 


(5.30) 
Uy = — [2 D +(1—0) < TE r|p—ar+e, | 
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on satisfait identiquement à la première équation, tandis que la 
seconde prend la forme: 


0?® _6tp___, dp 
A +.2 CET + — EL =0. (5.31) 


En adoptant 
p =  (y}éi kz, 
il vient 
p= (4, ch ky + B, sh ky + Ci y ch ky + D, y sh ky) Eckz. (5.32) 
D'où, quand © = 0: 


u. = +k)]A,ksh ky + B,k ch ky + C, (ch ky + ky sh ky) + ) 

nu D, (sb ky + ky ch ky)]$in kx + ay +b; 

= k(4,k ch ky + B,k sh ky + C, (ky ch ky — 

“Do sh ky) + D, (ky sh ky —2 ch ky)JS kx — ax + c: (5.33) 
X,= — Ek?2[4,k sh ky + B,k ch ky + C, (ch ky + ky sh ky) + 

+ D (sh ky + ky ch ky)léos kz: 
Y, = Ek? [Ask sh ky + B,k ch ky + Ca (ky sh ky — ch ky) + 

+ Di (ky ch ky — sh ky)léos kz: 

X,=Y,= + Ek2[Ank ch ky + Bksh ky + Ciky ch ky + 


+ Diky sh kyJsin kx 
Sipouy =+h}Y, — 0, alors, en égalant à zéro le déter- 
minant des conditions at aux  Ximites il vient 


42 — sh? 2X — (21 + sh 2A) (24 — sh 2) = 0, (5.34) 


où À = kh. 
Pour À = a + bi, on obtient deux équations déterminantes: 
2a 2b 
= = + cos 2b, ns = +Ch2a 
ou, pour la valeur de 
b = cth 2a Vsh?2a— 40?, (5.35) 
_——. _n — + cos (cth 2a V sh? 2a — 4a?). (5.36) 


Le graphique de l’équation (5.36) est donné à la figure 29. En 
prenant 22 valeurs de a (b), on peut satisfaire de façon approchée 
aux conditions aux limites sur les côtés z = c, et x = c, en n points. 
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Pour satisfaire plus exactement aux conditions aux limites on doit 
développer la solution particulière de la charge suivant les fonctions 


cos(cth 2aVsh?2a-4a?) 


Fig. 29 


non orthogonales des solutions homogènes dépendant des racines 
des équations (5.34) (voir problème 5.9). 


5. Solution en différences finies [25] 


En utilisant un réseau orthogonal (fig. 30,a), on obtient les diffé- 
gences successives A*, suivant les formules : 


Op. AxPh _ up pr Le, AxPR _ Ph—2Pn Pi. 


dx  2Az  2Ar * 0x ” Ar? Az? ’ 
0@k  AuPk _Pm—Pn Jr D UP _ Pm—2Pr+n. 
dy 7 2Ay 2Ay ? dy? 7 Ayè Ay° , 
9 Ti Qi 
OPr _, Ôy ZAx — Pp—Lr—a- a. (5.37) 
dx ôy | Lt) 4Az Ay ’ v" 
Ôx 24y 
Oh _, APR _6Pn—4Pe— API + Pr Ps. 
rt 7 Art Art d 


Oiqu … Auh _ 6h —4Pm —4Pn + Pot Qu . 


Oy a Ayé Ay Ù 
pr, PR —2Pm — 2Pn — 2Pe — 291 + Pp + Pa + Pr + Po 
ôx3 0y? ARTE 


où ox est la valeur de la fonction au point k. 
Dans ce cas l’équation harmonique ‘4.21) 


Vas = 0 
prend la forme d’une équation algébrique à cinq termes : 
@ (he + ri) + m + Ÿn — 2 (1 + a) pr = 0. (5.38) 
‘L'équation biharmonique (5.12) 


V°v'qu = 0 
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prend la forme d’une équation algébrique à treize termes: 


[6 (&œ + 1/œ) + 8] px — 4 [1 + &) (pr + qi) + 
+ (1 + 1/@) (On + Pn)l + 2 (En + Pa + Pr + Po) + 


+ œ (pr + ps) + À (pe + qu) = 0, (5.39) 


æ —= (Ay/Ax)* et 1/& — (Azx/Ay}. 


Fig. 30 


Pour un quadrillage Ax — Ay —h, a = 1 et l'équation (5.39) 
devient 


Roy y qn = 20px — 8 (pi + Pi + Pm + Pn) + 
+2 (pp + Pr + Pr + Po) + Pt + Ps + Po + Pu = 0. (5.39) 
L’équation harmonique y“, — 0 prend la forme 
RQ bn = Dm + Vi + Va + Dr — 4 = 0. (5.38) 
Les contraintes au point À se déterminent selon les formules: 


__ dr , Pm—2Pr + Pn 


X— dy? é Ay? ’ 

__ Pr Le Ti Qu + pi 
Vie ae (5-40) 
X =Y.— — OP} 9 (Po + Pr) —(Pp + Fa) 

x OT y 4Az Ay ° 


Avec l'établissement des équations pour des nœuds voisins du 
contour (m, n, o, etc.; voir fig. 30, a), il faut fixer les valeurs de la 
fonction @ pour les nœuds du contour et les nœuds voisins au-delà 


du contour. 
Les valeurs de la fonction @ aux nœuds du contour se déterminent 
selon les formules d’extrapolation : 


à fe) 
p=q+2Az (5e); Pu = Pa + 2Ay (SE), (5.41) 
(voir fig. 30, b). 
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Problèmes 


5.1. Un parallélépipède rectangle de grande longueur (4, = 0 
correspond à une déformation plane) est soumis à l’action d’une 


Fig. 31 


pression uniforme —p et s’appuie sur un support parfaitement élasti- 
que (u, — 0) et lisse (Y, = 0) (fig. 31 
Déterminer les états de contrainte et de déformation. 


La solution des équations homogènes (5.7a) sera prise sous la 
forme (5.10a), en posant @, = 0 et @. = p: 


+ ay + b, 


Ux - T 


uy =[2(4—0) + (1-20) À ]p—arte. 


Les contraintes seront déterminées d'après les formules: 


Lip (xx + Oiey)= D + Eee | 9: | 
Fy= pr (env Han) EE La = A nn 
Ay=Ÿx ÈS (SE +8) = +0 [ce F5 — 
TE 7) P 
Ecrivons la fonction @ sous la forme d’un polynôme du 3-èm 


degré : 
p = Azx°y + By”, (b) 


où À et PB sont des coefficients inconnus. 


En conformité avec (a) et (b) déterminons les déplacements et les 
contraintes d’après les formules : 


U, = — 2A7 + ay + b: 
u,=2{[2(1—0)A4+3(1—20) BlJy—ax+c: 


x = EU ( 50 p_ 4), 


1+0 1—0 
__2E(1—0) 2— 0! y 
Yy= rs (38+—54), X,=Y,=0. 


Les conditions aux limites du problème prennent la forme: 
pour z = 0 u, = Y, = 0, 
pour z=h Xx = —p, Y, = 0, 
pour y—=+b Y,=X, = 0. 


D'après les conditions aux limites, on obtient: 


En définitive, il vient: 
1—0°)p o(1+a 
_(5r, u,= CTP y. 
Xx=—p, ÂXy=Y;=Y,=0. 
La solution obtenue coïncide avec la solution fournie par les 
formules de la résistance des matériaux. 


U, = 


Fig. 32 


5.2. Une poutre rectangulaire étroite (Ô — 1) s’appuie aux extré- 
mités zx = —+{/2 et fléchit sous l’action d’une charge uniformément 
répartie d'intensité g (fig. 32). 

Etudier l'état de contrainte dans la poutre. 


L’appui est réalisé à l'aide de forces tangentielles appliquées 
aux extrémités, constituant des résultantes des contraintes tangen- 
tielles Ÿ ., et qui, en grandeur, sont égales aux réactions des appuis 
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qui apparaîtraient aux points À et B. Le problème est résolu en 
fonction des contraintes en définissant cette dernière sous la forme 


d 3 b k 
P(z, y) =+ (2-4) + y ++ y° ++, 


qui satisfait à l'équation (5.12). 
Selon (5.11) les contraintes seront égales à: 


() 2 
X,= 5 =a (# —+y?) y+ky, 
02 d 
Yy= += (5u+b)y+a, 
_Y — 9p__ 2 
Ay= Ya —-,— — (dy? +b) z. 
Les conditions aux limites du problème sont: 
4) pour y=—h2 Y, = —Q ZX, = 0, 
2) pour y=h2 Y,—=0, X,—0 


étant exactes ou locales (pour chaque point du secteur correspondant). 
Pour z = +1/2, on a 


h/2 h/2 


LN,= (| X,dy=0, Il. M,— | X:ydy=0, 
—h/2 —R/2 
h/2 L 
q 
III. | Yedy= + 
—h/2 


qui sont les conditions approchées ou intégrales vérifiées par le prin- 
cipe de Saint-Venant. 
Selon les conditions I et Il, 


—dh%/24 — bh{2 + a = —Qq, dh?/4 + b = 0, dh%/24 + bh/2 + a = 
= 0, 


d’où a = —g/2, b = 3qg/2h, d = —6qlh$. 

Les conditions I et III sont identiquement satisfaites, ce qui 
se vérifie aisément par substitution. 

Selon la condition Il, 
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où 7, = 1-h5%/12 est le moment d'inertie de la poutre. En définitive, 
les contraintes seront égales à : 


1 (2 pr 72 — 
X.= 7 (= y? a) y+ky= 
[3 2 LS 


Pie (sut): 


_ _ 9 [hp 
Xe Ye 7 — —Y ) z. 
Selon les formules de la résistance des matériaux 


_g — Mz,,_ 9 [2 
Àx=Ox = TU ST, (+). 


où M, est le moment fléchissant. 

Yy = 07 = 0 (les fibres longitudinales ne compriment pas les 
unes les autres); 

_ …. _Qsanl ___g h3 2 
UE Che x Suns: ri Ve ous à EE 

où Stnlest le moment statistique par rapport à l'axe z de la partie 
enlevée de la surface de la section transversale de la poutre; Q la 
force transversale. 


Fig. 33 


Les épures de X, et de Y , sont données sur la figure 33. 
D Une mince plaquette rectangulaire (ô — 1) est chargée à ses 


Fig. 34 


extrémités par une charge p = 2ky qui est réduite aux couples 
fléchissants M, (fig. 34). 
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Etudier l’état de contrainte dans la plaquette en définissant la 
fonction des contraintes sous la forme 


P — Ay”, 


où À est une constante arbitraire. 


Les conditions aux limites du problème sont: 
pour y—=+h2 Y, = X, = 0, 
pour x = +l Yx = 0, À, = 2ky. 

Réponse: 


où 7, — 1h%/12. C2 résultat est connu du cours de Résistance des matériaux. 


5.3. Problème de Gémotchkine [26]. 
Faire le calcul d’une haute et étroite (ô — 1) poutre-cloison, 
d’une hauteur h et qui possède un nombre infini de travées de même 


y q 
RARATENTENITIIITRETETTINTET 


Zi 2gi 2gt 2gl 
Fig. 35 


longueur 2l, reposant sur des colonnes. La charge d'intensité q 
est uniformément répartie sur le dessus de la poutre-cloison (fig. 35). 


Dans l'hypothèse d’un nombre infini de travées, elles seront 
toutes soumises à des conditions identiques et il suffit d'étudier 
une seule de ces travées. Les réactions des appuis sont appliquées 
aux axes des colonnes et sont égales à 2gl. 
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Comme les contraintes X., et Y , sont symétriques par rapport 
à l’axe Oy, la solution est recherchée sous forme d’une série trigo- 
nométrique en cosinus. Toutefois, la seule série trigonométrique ne 
suffit pas, vu que toutes les conditions ne sont pas satisfaites sur le 
contour, aussi faut-il adjoindre un polynôme de second degré. 
La fonction des contraintes est définie sous la forme 


p(x, y) = At + Aoty + Aaÿ° + 2 cos &T (Cin Sh ay + 
+ Con Ch ay + Csny sh ay + Ciny Ch ay), 


a = na/l. (a) 


Il est bien entendu qu'avec l’adjonction à l’argument zx de la 
grandeur 2! la fonction cos (œx) ne varie pas, car 


cos [ELA | = cos (= +2nx) = COS AT. 


Cette dernière égalité montre que dans les travées suivantes 
toutes les grandeurs caractérisant l’état de contrainte se répètent 
et, partant, toutes les travées se trouvent dans des conditions iden- 
tiques. 

Les conditions aux limites du problème prennent la forme: 
1) pour zx = 0, ? par suite de la symétrie, X, 

2) la somme des contraintes Y,, dans les limites d'une demi-travée, 
doit être égale à la charge dans les mêmes limites, c’est-à-dire 


| Pidz = —ql; (b) 


X 
0, Y, 
5) pour y = 0, x = 0, 1, Y,— oo, car la réaction est supposée 
être une force ponctuelle: 
6) pour y —=h, À, — 
7) pour y =h, Y, — — 9. 

La fonction des contraintes (a) une fois choisie, les contraintes 
se détermineront d'après les formules: 


02 
y? 


X,— — 2A3 + 


+ ©, acos az [a (Cin sh ay + Con Ch ay + CsAy sh ay + Ciny Ch ay) + 


Ji 1 


+ 2 (Con Ch ay + Cin Sh ay)], 
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Y,— d*q —24,— 


Ôx° 


— D a2cos ax (Cin sh Ay + Con ch ay + Cgny Sh ay + Ciny Ch ay), (c) 
n=1 
X,=Y;= — gros = A+ 


œ 


+ S asinaz[a(Cs, ch ay + Cr, sh ay + Cs,y ch ay + 


n=1 
+Cinÿ sh ay) + Cs, sh ay + Ci, ch ay]. (d) 
Des conditions aux limites 1Â, il s'ensuit que 
À; — 0. 


De la condition 2, voir formule (b) 


2A1l — Ÿ @& sin al (Ci, sh ay + Con Ch al + Canÿ Sh ay + 
fm Î 


+ Cry ch ay) = | sin al = sin nn = 0 | = 24,/ = —ql, (e) 


d'où À, = —g/2. 
De la condition 3, en utilisant la formule (d) pour y = 0, il vient 


D, œsin ax (@Cin + Cin) =0, 


nm 
d’où 

QCin + Cin = 0. (f) 
De la condition 4 et des formules (c) et (e), il ressort que 


g+ > œ2 Con cos ax = 0, 
n=i 
d'où, en répartissant la charge dans l'intervalle 
0 << ax < 2 
en série suivant cos &z, 


g=— © 2gcosaz, 
Ts i 


on obtient 


D cosaz(2qg— «2C3n) = 0 


n=1 
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et, par suite, 
Con = 2g/a*. (g) 


Pour x = 0, 2! la formule de développement est inopérante, 
mais les contraintes en ces points sont infiniment grandes (condi- 
tion aux limites 5). 

De la condition 6 et de la formule (d), il s'ensuit: 

Sa sin ax [æ (C1, ch œh + Ch sh œ@h + Cank ch œh + 
=! 


+ Cinh sh ah) + Can sh ah + Con ch ah] = (. 


En égalant à zéro chaque terme de la somme et en substituant C4, 
et Con suivant les formules (f) et (g), il vient: 


@ (Can ch œh + À sh ah + Csnh ch ah — aCinh sh ah) + 
+ Csn shah—aC;,chœh =0, 
et après transformations 
— Ch shah+Csn(ahchah+shak)=—%shañ.  (h) 


De la condition 7 et de la formule (c), il ressort 


g+ S azcos az (C,,sh œh + Cs, chœh+Cs,h sh &œh + 
+ Cih ch ah) = Q, 
d’où, compte tenu de (f) et de (g), il vient 
Cin (sh Gh— ah ch ak) + Csnh sh ah= — # ch ah. (i) 


La vérification des contraintes À, dans une section verticale 
quelconque montre que 


h 
| X.dy—0pour A;—01[voir équation (i)], 
0 


c’est-à-dire que la condition d'équilibre SX = 0 est vérifiée. 
En résolvant le système des équations (h) et (i), on obtient les 
valeurs des coefficients restés inconnus de la formule (a): 


___ _ 2qaœh+shah-ch ah . 

Chrono G) 
2q sh? œh 

Con = — 5 haha k) 


L'analyse des coefficients numériques des formules (j) et (k) 
dans le cas d’une poutre-cloison d'hauteur suffisamment grande 
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(k > 1) autorise d’adopter pour la grandeur C’;, des expressions plus 
simples : 
Cin © —2ql@, Con = 2q/a?, Con À —2g/a, Cin Æ 2g/&. (|) 
Compte tenu des formules (!) et de la relation 
ch ay — sh ay = ee, 
on obtient en définitive pour les contraintes les expressions suivantes 


X,=—2g à cosar(1—ay)e *, 


Ni 
Y,=—g—2g ÿ, cosaz(1—ay)e “”, 
re 
X,=Y,= — 29 2 ÿ ay sinare-%. (m) 


Les séries des formules (m) convergent très vite pour tous les 
points à l'exception de deux situés près du bord inférieur de la poutre- 
cloison (pour des y petits). 

Les calculs effectués pour la poutre-cloison avec k — 21 et Ô = 1 
sont donnés à la figure 36. 


Cas 
r AR: 


Fig. 36 


Les déplacements se déterminent par intégration des équations 


du- 1 Co) 1 
Rio) y (Vu 53), 
2(1+0) 

ôu + 0x. E À 5, 
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ce qui donne 


= TR + DE sinaz(({+0)ay—(1—0)le-#}+ Fi (y), 


n=i 


MS (+ D cosarl(+o)ay+21e-#) + (a) 


ôF 0F 
NI + Fr — 0, (n) 


où F, (y) et F, (x) sont des fonctions satisfaisant à la troisième rela- 
tion de (n) ainsi qu’aux conditions de déformation. 

La présence de forces ponctuelles introduit une incertitude dans les 
déplacements verticaux et on ne peut considérer l’origine des coor- 
données comme fixe que pour des déplacements horizontaux u.. 

En supposant arbitrairement que pour zx = Let y = 0 les dépla- 
cements u, et u, sont nuls, on est en mesure de déterminer les fonc- 
tions arbitraires F, ainsi que de comparer les déplacements d’autres 
points avec celui du point choisi. 

Dans ce cas 


Fi(y)= —oql'E, F;(x)= + ÿ — cos al, (o) 


n= 1 


comme on le voit les valeurs de (0) obtenues vérifient également la 
troisième équation de (n). 
Pour z = 0, u, — —oql'E, 
pour æz = 2l, u, — oql/E. 

Au cas d’appuis fixes, si la poutre-cloison ne peut s’allonger 
librement, au lieu de la condition 


h 
| X, dy = 0] 


il faut poser la condition que pour z = 0, u, = (0. 
Les équations fondamentales demeurent les mêmes, mais le 
coefficient À, sera différent de zéro et 


X,= —0g—2q >) cosaz(1—ay)e-c; 
Ni 


les contraintes restantes se déterminent d’après les formules (m). 

L'épure des contraintes À, pour la section moyenne, au cas 
d’appuis fixes, est donnée à la figure 36 par une ligne en traits inter- 
rompus. Dans ce cas la contrainte À, pour y = 0 est égale à g (1 — 0), 
la poutre-cloison subissant une compression uniforme supplémen- 
taire, égale à og. 
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5.4. Problème de Lévy (1898) [4]. 

Déterminer les contraintes à l’intérieur d’un coin infiniment fin 
sous l'effet de l’action d’un liquide de poids spécifique y, le poids 
spécifique de la substance du coin étant p (fig. 37). 


La fonction des contraintes est définie comme un polynôme homo- 
gène de troisième degré: 


px, y) = ax° + bay + cxyÿ° + dy”, 


où a, b, c, d sont des grandeurs constantes. 
Les conditions aux limites du problème prennent la forme: 


pour y = —zcig & ou z = —yig « 
—ZX,cos a — X,sin a = yycosa; —X, cos a — Ÿ, sin &« = 
= Yy Sin «a; 
poury =zctgpf ou z=ytgf 
X,tcosf—X,sinf —=0, X, cos B — Y, sin B = 0, 


où les contraintes sont déterminées d’après les formules (5.11) 
avec Ÿ = p et X = 0. 
En résolvant les équations des conditions aux limites, il vient: 


= _tga)—y(2— _ pa): 
a— 6(tga+tgB) [p(tef tg œ) y (2 Stgatgp tg &)] ; 
viga L 
b=+[- TPT— Li — 6e (teB—tga) |; 


cr tratel( rs — 6a) s 


FL [pee + 6a (3 tga+tgB) |. 


g tga+tgh 


Les contraintes se déterminent d’après les formules (5.11): 


à 
x,= Y,= + = 6az + 2by ; 


0? 
Xy=Y:= — 7 PE — 2cy —(2b + p) x. 


La solution de Lévy aboutit à une répartition linéaire des con- 
traintes normales et tangentielles et peut être utilisée pour le cal- 
cul des barrages. 
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5.5. Problème de Galerkine (1929) [27]. 

Déterminer les contraintes au sein d’une section ABCD infinie 
de forme trapézoïdale soumise à l’action d’un matériau de poids 
spécifique p (fig. 38). 

On partage la solution en trois parties: 

1) On définit la fonction des contraintes @ pour un profil trian- 
gulaire AOB (voir problème 5.4). 

2) On établit la fonction des contraintes pour un profil triangu- 
daire AOB, quant à son sommet © il est soumis à l’action d'une 


Fig. 37 Fig. 38 


force horizontale P,, — p:, d'une force verticale P, — , et d'un 
moment M — ps: 


___ y (B—sin B cos B) + z? sin? $ 


Ps — png arte P,; 
2 = y sin? Pts cos f) arctgŸ P. ; 
… M z?—Yy* . 2zy 
Ps — 2 (sin B—B cos B) ( zx? + y? sin f— z2+ y3 cos f + 


+2cosBarctg À). 


3) On choisit les valeurs des forces P,, P, et du moment M 
de manière que les contraintes sur le plan CD, en s’additionnant 
pour des valeurs données aux points 1, 2, se réduisent à un système 
de forces choisies sur ce plan. 


Selon le problème (5.4) avec la substitution de y à x, on obtient 


_ PO8B ,3:_P 
6 Y > 


p y?z. 
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Les forces de gravité créent sur le plan CD des efforts (voir 
fig. 38): 


h3 ht h3 
S,y=0, S,=-t88, Mo, =S> EP EE top. 


Comme le plan CD n'est pas sollicité par des forces extérieures, 
on à 


DX =0, P,+S,=0, DY =0,P,=0, 
ht ht 
DMo=0, P,EE+M+S, EE 0, 
d'où, il vient 
P=—Ltgp, P,=0, MP te2$. 


La fonction des contraintes pour un profil trapézoïdal sera donc 


D (x, y) = Pi + Pe + Ps 
tandis que les contraintes se déterminent d’après les formules: 


040 193D 0*D 
Ax= GT, y: Xy= — 35 — PY- 


> Déterminer les contraintes au sein d’une section trapézoïdale 
infinie ABCD soumise à l’action d’un liquide de poids spécifique 
(voir fig. 38). 
Dans ce cas la fonction des contraintes œ sera 
— —+ (27° ctg BP — 3y2z ctg B + 3yx? + z°). 


9.6. Problème de Kolossov (1910) [20]. 


Fig. 39 


Une plaque infinie est affaiblie par une perforation elliptique et 
est soumise à une traction uniforme aux contraintes p, dirigées sous 
un angle B, par rapport à l'axe x (fig. 39). 

Etudier l’état de contrainte. 


La région se trouvant en dehors de la perforation elliptique, 
dans le domaine complexe z = x + iy, peut être appliquée sur 
le domaine situé en dehors du cercle unitaire, dans le domaine com- 
plexe Ê—E + in, au moyen de la fonction d’application [20] 


z—f()=c(@+ ml), (a) 


où OL m < 1, c >0. 
Le contour du cercle unitaire | & | = 1 correspond à l’ellipse de 
centre à l’origine des coordonnées pour le plan z et les demi-axes 


a=c{i+m), b=c(i—m). (b) 
Selon les formules (b) 
c— (a+ b)/2, m = (a — b}/(a + b). (c) 


Avec la rotation des axes de l'angle B,, la dépendance entre les 
contraintes d’après les formules (1.5) et (1.3) prend la forme: 


Xi + Yu = À >: + Yy; Yu — À + ZX 1 = 
= AY, —X,—X,). 
Puisque à l'infini 
XE=p, Y°=X®—0, 


on a 
Xx+ Yy=p: Yy—Xx+ 2iX, = —pe hi. 


Selon les formules (5.21) à l'infini 
4 Rev (2) = p, 2 [2° (2) + x" (2)] = —pe-ilr. (d) 
Pour la perforation elliptique d'après (5.22) et (5.19), 


Fr + iFy = 0; | @) 
Ÿ (2) + zb° (2) + x" (2) = 0. 
En se servant de la formule (a), on obtient: 
Ÿ (2) =  [f (O1 = 1 (6), } 
x (2) = % [f (€) = %1 (©). 
Alors 
pe db dr dt _ iQ)". 
VO= GX ET: 
rt 2 — di, & __ KO . | 
VER LG & TO: ; 
Vo=2[H)E HO @-MErE , 
ælr@ For | 
nr _ à [ X10 & ___ _X1 (© f (© — 41 (0) f” (©) 
ee RE = EE ] 
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En reportant les expressions (f) dans les formules (5.20), (5.21), 
(5.22) et (5.23), on obtient: 


u,+iu, = 


1+ f O) 
DE D+LO];  (@ 


Xi+Y,y=4Re Te ; (h) 


Lo XX, = pre PO 6 (Of (0 — FT bi Of (O+ 
+6 © f x FO: 


_ f (0) FH . 
Fire —i[n Oo + EE vo+É +5 (i) 


vu e-18 60 PEN Ef 


Pour que les contraintes soient univoques les fonctions 41 (£) et 
x1 (&) doivent prendre la forme: 


= ZA", x)= 2 BE. (i) 


Des équations (e) et (i) il ressort que sur le cercle | £ | = 1 on a la 
relation 


FE) a (6) + f (O) 5 (€) + Xi: (6) = 0 


et pour les fonctions conjuguées (k) 
f' (6) bi (©) + (D) hi (6) +14 (Q) = 0. 
En intégrant les formules (j), il vient: 
da (0) = 40b + As Log E + 5 At SE | 


ni 


() 


x2 (0) = Bot + Bi Logt+ 5 BE Ba LB, 


n=2 


où À et B sont des constantes complexes qui caractérisent les dépla- 
cements du corps solide. 

En reportant l'expression (1) dans la formule (g), on obtient la 
condition de l’univocité des déplacements, c'est-à-dire l'égalité à zéro 
du coefficient accompagnant Log £: 


(3 — 0) A, + (1 + ©) B, = 0. (m) 
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Avec [T[|]—=1,;0ona 
fO=c(1—-7)=c(1—met8) ; 
PQ) = ce (E+—) = c (6-18 + mets) ; 


Pa (6) = 408 + 41 Log + Ÿ AnE — 
| Ne? 


_ . , ni | _ 
= Age iP— AB — D —— Ajeitn-18; 
n=2 
Vi G@= D Aneir8, x: (0) = Boël+iBp— 3, Bieitt-"8. 
n=0 Nm? 


En reportant ces expressions dans l'équation (k) et en égalant les 
coefficients accompagnant B et e8, on obtient: 


cA; + Bi=0; \ 

— CA + À + cmAo + Bo = | 
cAi+ cmAa— #5 = 0 ; L (n) 
cAs + cmA + cAo + mA: — B, = 0; | 


— cmÀ, +- cA>+cmA, + =0(0 
Pour n > 3, A, = 0, pour nr >5, B, = 0. Selon : formules (d) 


3 
A,= kr B,= —< et, 


En résolvant la première équation de (n) avec l'équation (m), on 
obtient: À, = B, = 0. En résolvant les équations restantes du 
système (n), il vient: 


A2 = _. (m — 2e2ib:) ; 


| B: = SP (1 + m2— 2m cos Bi) ; 


B;3=0, B,= — “2 e2ibs, 
Les fonctions cherchées seront : 
’ (£) = _. (m — 0 C2; 
x" (D=—SLe-tis + CE D (4— m2— 2m cos 24) tr? — <E e2iB, a 
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De là, selon la formule (h), il vient: 


Kat Vy= nef [4 — m2— 92 cos 2 (B, —B) + 
+ 2m cos 28 cos 2 (B, — PB) — 2m sin 26 sin 2 (8, —B)]. 
La contrainte maximale s’exercera à l'extrémité du grand demi- 
axe (B = 0) pour la valeur f, = x/2. En ce point X, = 0 et 


: _ 1—-mi+2—2m _ 3+m 
DAX ip Emtim Pme 


Compte tenu des formules (c), on obtient en définitive 
max }”, — p (1 + 2a/b). (0) 


L'équation (0) exprime les résultats du problème de G. Kolossov. 
D Quand m = 0 etf, — 0, on obtient la solution pour une per- 
foration circulaire du problème de Kirsch (voir problème 6.7). 


Fig. 40 


> Chercher la loi de répartition des contraintes dans une plaque 
infinie affaiblie par une perforation carrée et soumise à une traction 
dans deux directions; les efforts de traction dans l'infini X:, — 
= YŸ}, —=p, Xy;, — 0sont inclinés par rapport à l’axe x de l’angle f.. 
La perforation carrée dans le plan z sera appliquée sur le cercle 
unitaire dans le plan & à l’aide dela fonction traduisant l’application 
1 1 
zec(——<t), (p} 
où c — 3a/5, 

a le côté du carré curviligne (fig. 40). 

L'équation du contour s'obtient à partir de la formule (p) pour 


ICI= 1: 
T=Cc (cosB——+ cos 38) , ÿ= —Cc (sinB++ sin 38) 
9.7. Voir monographie [21]. 


Résoudre le premier problème fondamental pour le demi-plan 
y < 0. A la limite du demi-plan (axe Ox) sont appliquées les contrain- 
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tes normale Y, = N (x) et tangentielle X, — T (x) qui sont con- 
tinues et satisfont pour des | x | grands aux conditions N = 0 ({/x); 
T = 0 (1/x). 


En additionnant les formules (5.21), on obtient 
Yu tiXsy = 0" (a) + Ÿ° @) + 2" (a) + x”); 
et, par suite, la condition aux limites peut être écrite sous la forme: 
N+HiT = O (+ © () + 4° (+) + pu), 
ou, ce qui revient au même, 


N—iT = © (rt) + O (ei) + 40° (+) + px), (a) 
où pour simplifier l'écriture, on a adopté 
D") = D (+) et x” (E) = + (6). 


Pour le cas où les fonctions (a) sont holomorphes et disparaissent 
à l'infini, on démontre ([21], p. 361) qu'elles sont égales à : 


| 4 ( Ni 

DE)= 5 | = di, (b) 
UN 4 Ÿ NHiT 1 ( N—iT 
Ver | dt | Frtit. (c) 


De façon analogue se résout le problème de Mitchell (1902) 

Déterminer l’état de contrainte dans le demi-plan y < 0, quand 
le segment —a < t < a de l’axe Or est soumis à une pression uni- 
forme p (fig. 41). 


RERRERESRE ZX: 
TU "VE 


Fig. 41 


Dans le cas considéré T = 0, tandis que N = —p quand —a < 
<t< a et N = 0 pour les autres valeurs de £. 
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Selon les formules (b) et (c): 


| D Ÿ & D nes LP 5e. 
oa=—- 2 | nr = u [Log (this Log : 
zp C dt paz 
Y(z)= — ni | (—:)}? ni(s°—at)* 


— 


L'expression Log est l’accroissement de la fonction Log (z — t) 

au cours de la variation continue de { de —a à +a:z — t = re-b; 
. — r . 

Log (—+) = Log r— if; Log 2 = Log — ii —6) 


a 


Les contraintes seront déterminées d’après les formules (5.21): 
2 
Xx+Yy=4ReQ(z)= — (fs — Bo) ; (d) 
Yy—X:+2iX,=2[20" (2) + (z)] = 
__ 2pa 2—2 ___  4pay  __ 4pay(z?—aî) (e) 
On ar n(22—0) jt (22—a?) (22 — a) ? 
d'où 
D p 2pay (1?—y?— a), 
Le Pa) perde de à | 
p 2pay (1?— y? — a) . 
ur Bi) — TRE va nr à | (#) 
X. — &pazy*? | 
Posant dans la formule (e) 22—a2=—r;,r,e-i8i+8), on obtient 
Y,y—-X;+ 2iX, = — Spas ei(B:+81) (e”) soit, compte tenu de (d), 
1°2 
X x = — 2 (Bs —B2) + 2pa 2H TES ces EP ; | 
Y,= — À (B —B2) — 2pa #0 + Es) | (£) 
_ y Sin (B1 + Be) 
permet | 


Les contraintes s’exercent de façon continue jusqu'à la limite. 
Aux points t =+ «a les contraintes cessent d'être continues tout 
en restant limitées (y = —r, sin B, — —r, sin B.). 

Les déplacements sont continues y compris jusqu’à la limite 
entière (les points { = +a compris). Pour | z | —> oo les déplacements 
croissent comme Log |z |. 
>> Déterminer l’état de contrainte dans le demi-plan y << 0, quand 


sur le segment —a < t << a de l’axe Ox s’exercent constamment 
des contraintes tangentielles. 
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5.8. Une bande rectangulaire s'étendant suivant l'axe x (pour 
y = Ô et y = h) est située entre deux plans parfaitement durs et 
lisses; aux extrémités de la bande (pour z—0 et r—{l) règnent 
des conditions arbitraires : statiques, géométriques ou mixtes (fig. 42). 


TITI III, 


Fig. 42 


Déterminer les états de contrainte et de déformation pour le 
cas d’un état de contrainte plan (ô = 1). 


Quand y=0 et y=h 


Uuy = À y = 0. (a) 
Dans ce cas on a pour les fonctions initiales: 
uy = Xy = (0. 


En satisfaisant aux conditions aux limites (a) pour y — k, 
on obtient un système de deux équations différentielles d'ordre 
infiniment grand par rapport aux fonctions initiales cherchées 
ux et Ÿ,: 

[({ — 0) sin (œh) — (1 + ©) œh cos (œh}| us + 
+7 [(B—0) EE —(1 +0) 4 cos (æk) | Yÿ=0; 


(e 7 


—2(1+0)a{sin (xh)+ œh cos (&h)]u£ + 
+ [(1—0o) sin (ch) —(1 +o)œhcos(ak)] Y} — 0. (b) 


En introduisant la fonction de décision F (x) suivant les formules 
u® — = sin (æk)— ah cos(ah) | F, | 
Y}=2a{sin (xh)+œhcos(æh)] F, 


on satisfait de façon identique à la seconde équation de (b), tandis 
que la première équation prend la forme 


(c) 


[sin® (œh)] F = 0. (d) 
La solution de l’équation (d) est prise sous la forme 
F = Ce**. (e) 
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En reportant l'expression (e) dans l’équation (d), on aboutit 
à l'équation 
sin? (4h) = 0, (f) 
d’où 
k = k, —= na/h, 


où »r est un nombre positif quelconque. 
Ainsi donc la solution générale de l'équation (d) sera 


F= À A,ch(k,r)+B,sh(k,z)+C,zch(k,x) + Dirsh(k,x), (g) 
n0 


où À4,, B,, C, et D, sont des constantes arbitraires. 
De la solution générale disparaît la solution élémentaire en 
polynômes qui correspond aux racines nulles de l'équation (f). 
Pour trouver la solution élémentaire représentons les équations (b) 
sous la forme de séries infinies et dégageons y les premiers termes : 


— 2oau;+(1—0)Y},—-0; 2(1+o)aus+oxŸÿ},—0.  {(h) 
De l’équation (h), il vient 


es Bot + A5; Y,=0B;, À x = Bo- (i) 


u® = 


En utilisant les expressions (i), (c), (g) et (5.29), on aboutit aux 
formules suivantes: 
C | 


ux= A+ Byx— D ("AR sh (k,z) A, + 


n=æi 
20 


+k.ch(k,x) B,+ [ D Ch (ne) + kuz sh (kiz) | Ci + 
+ sh (Ex) + kaz ch Ent) | Dh } cos (ny) : 


1-0 


u= > (—1)"A {#, ch(knz) A, +k,sh(k,x) B,+ 


ni 


+[ ee sh (k,z) + Xk,z ch (krz) | C, + 
+ [ ET ch(ksz)+k,z sh rx) | D;} sin (k,y) : 


1-06 


(j} 


+k,sh(k,z) B,+{3sh(k,z)+k,zch(k,x)]C, + 
+{3ch(k,z) +k,rzsh(k,rx)] D,}cos(k,y); 
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© L 
V,=0B+2 N (—1)" 4h {kan ch (knz) An + 
Ten 


O0 


Xi Bo—2 D (—1)"k,h{k, ch(k,z) À, + 
UE | 


+4, sh (k,z) BA + {sh (kr) + kr ch (knz)] Ca + 
+ [ch (kr) + k,z sh (k,z)] D,} cos (kay). 


Xy = 2 À (— 1)" k,h {kn sh (khzx) À, +k, ch (khz) B, + 
Ni 


+{2ch(k,r)+k,zsh(k,z)]C, + 
+{2sh(k,z)+k,zch(k,z)] D,}sin (k,y). 


A l’aide des constantes arbitraires À,, B,, A,, B,, Ch, D, (n= 
— 1, 2, 3, ..., oo) on peut satisfaire à toutes conditions aux 
limites sur les côtés z = 0 et x — 1. 
Les formules (j) sont des formules généralisées des solutions 
connues de Filon et de Ribiere [29, 30]. 
> Résoudre un problème identique au cas où, pour y = 0ety =, 
ur = Y, = 0. 
Dldem quand pour y =0 et y=h,Y,—=X,—=0 (voir réfé- 
rence [31]). 
5.9. Une mince bande rectangulaire (ô — 1) est soumise à une 
force égale à 1 au point x = c, y = h. Les bords de la bande (x — +) 


Fig. 43 


sont encastrés (4, — O suivant toute la hauteur 2h, u, — 0, quand 


= 0) (fig. 43). 
Formuler les conditions aux limites du problème. 


La force ponctuelle au point x — c peut être représentée dans 
l'intervalle —! & x  L comme une limite de la fonction 


O0 pour —/<r<c, 

f(x)= À p pour cKr<c+e, | (a) 
0 pour c+e<r<li 

quand € —+ 0; le produit pe reste fini et est égal à l'unité. 
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Compte tenu de l'expression (a) remplaçons la force par une 
série trigonométrique 


nñiz 


nAT 
me 415 l 


fa =z+ 


Ni Ni 


Les conditions aux limites sur les bords longitudinaux seront : 
quand y =h 


nTe nañz , 
Y, = _. +— LS COS —- COS —— + —— mn S si , Xy=0, 


Næmi LR | 


quand y = —h 
Yy = ÀXy = 0. 


Les conditions aux limites sur les bords transversaux pour z — 
— + seront: 
u, = 0 pour —-h<y<h, 
u, = 0 pour y = (0. 
5.10. Faire le calcul d’une poutre-cloison carrée chargée comme 
c'est montré à la figure 44. 


Fig. 44 
Calculons la valeur de la fonction des contraintes sur le contour. 
Tronçon 1 : 
3 dp@ … 97 ôq 
Y,= FE =0, 5x Ci P—=CIT + Co, A5 — gr — Ù ay ‘3 


Posons ©, = Ca = Ca = 0. 
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Tronçon 2: 


d? 
Yy= <= — ÀAp, T- — 4pz +cs, p=—2pr?+cz+es, 


- — 59 q 
He ag + 


A la limite des tronçons 7 et 2 les valeurs des fonctions et de 
leurs dérivées doivent coïncider, 


d'où 


Ô 
— 4pr + Cylx=0 gi = 0, = Ce— 0, — 2p2? + CiT + Csjxmo 8 = Ù. 


Donc, c, = 1,6pl, c; = —0,32pl° et pour le tronçon 2 


o= — 2px2+ 1,6plz —0,32pl2, _. — (0. 


Quand x = 1/2 @® = 0,72B, où B = pl?/36. 


Tronçon 3 : 
KE ô aq 9 
X,;= ET = 0, dy 7 P= CIy + C8, Pa rx = 0, Hz C9 


De l'égalité des valeurs limites des tronçons 2 et 3, il ressort: 
Cy = 0, cg = (—2pr* + 1,6plx — 0,32pl). su 
Ca = (—4pz + 1,6pl).-osus 


d’où cg = —0,02pl?, co = —0,4pl, et pour le tronçon 3 
_ = —0,7 2 _ 3 _ 
p— —0,02pl? = —0,72B, = —0,4pl, TP = (0. 
Tronçon 4: 
0° ( 0? Ô 
Yy= _— =0, = Ci: P—= Ci0T + Css X,=—- 5 = 0, Fr = Ce 


De l'égalité des valeurs limites des tronçons 3 et 4, il ressort: 
Cia = 0, C0 — —0,4pl, (C107 + Cu)x=o,st — —0,02pi°, 
d'où 
Cy1 = 0,18pl°, et pour le tronçon 4 
= —0,4plz + 0,18pl, 2 — _Q,4pl,  — 0. 


Oz Ôy 
Tronçon 5: 
Y,y= + — P; = — PT + C3, 
p= —0,5pr? + cisx + cu. 
2 
X,y= + =0, = cs 
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De l'égalité des valeurs limites des tronçons 4 et 5, il ressort : 
(—pz + Cis)x=our — —0,4pl; 
(—0,5p2° + cist + Cux=our = (—0,4plx + 0,18pl°), = ous 
d'où 
Cis = 0, cu = 0,10pl°, c3, = 0, et pour le tronçon 5 
p= —0,5p2+0,10p2, = px, 0. 


Pour z = 0 = 3,6B, 
pour z = {/6 o — 3,1B, 
pour z = 1/3 q = 1,6B. 
Les valeurs de la fonction @ au-delà du contour se déterminent 
à l’aide des formules (5.41): 
suivant Le bord inférieur 


y = Pa +2Av (5) = qn 


peu au (2), =0). 


où y, est la valeur q@ quelconque devant le contour ; 
suivant la face latérale 


pq 247 (5) =q+2+(—0,4pl) = q—4,8B, 


où œp, est la valeur y quelconque devant le contour; 
suivant le bord supérieur 


Py = Pn + 2Ay (5) = 


où , est la valeur q quelconque devant le contour. 
Les valeurs de la fonction sur le contour et au-delà du contour 
sont données sur la figure 44. 
En appliquant les équations (5.39”) aux nœuds isolés, il vient: 
ud 1 


20q1 — 8 (3,68 + pi + Pa + De) + 2 (ps + 3,18 + 3,1B + ps) + 
+ Pr + Pi + Ps + Ps = 0. 
soit 
21p1 — 16P2 + 293 — 8pi + 4ps + pr = —16,4B ; 
nœud 2? 
20pe — 8 (3,18 + ps + Ps + P1) + 2 (pe + 3,6B + 1,6B + qu) + 
+ Ps — 0,72B + pe + pe = 0, 
soit 
—8p1 + 22Pe — 8ps + 2p4 — Bps + ps — —15,12B, 
etc. (pour tous les 15 nœuds montrés fig. 44). 
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‘ En résolvant le système de 15 équations, on obtient: 


mp = 3,356B, + — 2,885B, pa = 1,482B, 
mm = 2,906B, os = 2,512B, vs = 1,311B, 
pr = 2,306B, vs — 2,024B, œ = 1,097B, 
Pio — 1,931B, ii — 1,381B, az — 0,800B, 
Pis = 0,634B, x — 0,608B, 15 — 0,396. 


La figure 45 nous donne l’image graphique de la surface des 
contraintes (fonctions ). 


Fig. 45 
Les contraintes se déterminent suivant les formules (5.40), par 

exemple : 
point I 

x CREER 2_= —0,50p (compression) ; 
point 1 

X1— CES RS) — —0,207p (compression) ; 
point XIIT: 

0,634—2-0+ 0,634) B en . 
x CE © = 1,27p (extension). 


L'épure des contraintes normales X, suivant la section coïncidant 
avec l'axe y est donnée sur la figure 44. 

Lors de la résolution des équations de la méthode des différences 
finies on peut largement recourir aux procédés modernes de calcul 
automatique. | 
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CHAPITRE ‘6 
PROBLÈME PLAN EN COORDONNÉES POLAIRES 


I. ÉTAT PLAN DE CONTRAINTE 
o 
Z: = 2, =Z28—=e; —=e;g = 0, sr = — Er + B 8). 
Les équations dans ce chapitre s’obtiennent comme un cas parti- 


culier des équations correspondantes établies en coordonnées cylin- 
driques (1.1b, 2.1b, etc.). 


1. Équations d'équilibre 
— 2 
CAE R; TR (=): 


ôr r ôf or? 
0B B, o?u 
te GE +SE+B=0 (=p Te). (61) 


2. Équations géométriques 


U 
Err = 2e , BB Tr 
(6.2). 
_41. our + ou ___ up 
Erp— r ub "dr Tr ° 
1 ) 2 0epB 4  d“e,, … Oerr 1 G?(re,g) | 
ra) SE (6.3) 


3. Équations physiques 
1 2 (1 
er= 5 (Rr—0Bs), epp= 7 (Br—0R;), e8= 2059 Rs. (6.4). 
E__, 
Sr (Err + 0698), Bp= 57 \e88 + Oerr), 


1 
E . 
RTS tr. (6.5): 


R,=— 


4. Équations fondamentales exprimées en fonction 
des contraintes 


î ++. TE + < [58 LR=0, 
0B, 1  ôBg ‘28, . 6.6): 
Gr mot r + P=0, (6-9) 
V2(R,+ B$) = 


421; 


5. Équations fondamentales exprimées en fonction 
des déplacements 


(Htte- tres 
ee UE 
sieste speetee | 07 
ot) n +80 0 


En effectuant la substitution des variables suivant la formule 
r — et (t — Log r), (6.8) 


on peut réduire les équations (6.7) aux équations avec coefficients 
constants: 


—S 0° 
(- —l+—— le | 
o pi 8  3— 
+5 (+ EVE _ ettR(t)—0 0 
2 (10,2, 30) | 6.9 
0 \ 1—o ot 4— 0 r 


62 2 02 2(1-+0) ot _ 
+ (5-1 ++ 5) Up+——5— € B (t)=0. } 


II. DÉFORMATION PLANE 
Erz = Czr = rpg = Zr = Zg = 0, Z, = 0(R,; + Ba). 


Dans le cas d’une déformation plane il faut dans toutes les équations 
du point Î remplacer 


et ÆparE,— 


[e] 
Gpar Tr, EE 


III. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS FONDAMENTALES 


1. Résolution à l'aide des fonctions 
déplacements-contraintes 


On peut adopter pour solution des équations homogènes (6.7) 
la forme proposée par B. Galerkine: 


u, = 7% [ (4 +0) SE — 2 (cos BV? + sin BV22) | + \ 
+asinf+bcosf, 


(6.10) 
= — 7 [TR —2 (sin BV2q: — cos V2g2) | + 


r 


Last —bsn8 er. 


où œ, sont des fonctions biharmoniques quelconques: 


Ps + cosf  dpe 
r 0B 
a, bet c étant des constantes caractérisant le déplacement du corps 
solide. 

La solution générale (R = B = 0) des équations (6.6) à l’aide 
de la fonction des contraintes œ (r, B) sera obtenue en exprimant 
les contraintes au moyen des formules : 


1 0 1 0? 02 
R= Fm FT BT Gr? ? 
P (6.11) 
B.—=R—=—2(1,2%æ\_1,0 1, #9 
r— 7 (7%) Tr dB r ér@' 


Si les contraintes sont définies sous la forme (6.11), le système 
d'équations (6.6) se réduit à l'équation biharmonique 
03 1 9 1 93 
V2V2p — TT: 7 Tr } p= 0. (6.12) 


On obtient une large classe de fonctions biharmoniques q à partir 
des fonctions harmoniques 1 au moyen des transformations 


œ = rŸ cos B, rp sin B et r°Y. 


Des solutions particulières connues de l'équation biharmonique 
(6.12) on indiquera les suivantes: 


q(r, B) = 40 *) + BB + À Log r + Br? Log r + Cr? + 
+ Dre B + | (Air *) + Bars + Cart + Dir Log r}bus B— 


2D l Ç m m+ -m 
— 7 rBsinB **) | + OS (Art + Bart 2 Cr" + (6.13) 
Mm=2,3 


+ Dur"*2)éos mB+ ©, r"[4, cos mp + 
Mm2,3 


+ BhsinmB+C, cos (m—2)f + D,, sin (m—2)f]. 


Au cas de problèmes à symétrie polaire au lieu de l'équation 
(6.12), on a l'équation: 


d? 4 d'\° di 2 do 1 d?o 1 dp 
(astra) Pete Ge om His gr 0 (6.14) 


*) Les grandeurs 4, et 4, n'influent pas sur l’état de contrainte et peu- 
vent être négligées. 

**) Ce terme est pris au cas d'un anneau fermé dans le but d'obtention 
de déplacements univoques; dans l'équation (6.13) il figure pour représenter 
l'état de contrainte plan. 
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dont la solution générale est : 
p = ALogr+ BrLogr+Cr+D. , (6.15) 


Les contraintes se déterminent selon les formules : 


R,=2. = + B(1+2Logr)+20, 


r. dr 
2 
B= = —$+B(3+2 Log r)+20, | (6.16) 
B,= Rp=0. 


2. Emploi de la variable complexe [20] 
D'après la figure 46, on a: 
Ux = U, COS B — ug sin f, u, = u, sin f + ug cos B, (6.17) 
d'où 
u, + iu, = u, (cos B + à sin B)+iu, (cos B+i sin B) = (u, + iuBhe'b. 
Pour un état de contrainte plan, selon la condition (5.20), il vient 


ing ep) Ep + Gi}. (6.18) 


En reportant dans le second membre de la formule (6.18) z — 
— re'P et z — ref, puis en séparant la partie réelle de la partie 


| Un | T 
He 
Fig. 46 


imaginaire, on obtient les expressions u, et u, en coordonnées po- 
laires. 


D'après les formules 

R, = X, cos Bf + Y, sin° f + X, sin 2B, 

Bg = ZX, sin? f + Y, cos* B — X, sin 2f, 

Re = (Ÿ y — ZX.) sin $ cos B + X, (cos* B — sin° B), 
on obtient les expressions 

R} + B3 = À, + Y y 
B—R,+ Rg = (Yy— X:+ 2X,) e8, 
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d'où, compte tenu de (5.21), il vient 
R,+ By = 214" (2) + D) = 4Reÿ' (2), (6.19) 
Bs—R,+ 2iR, = 2129" (2) + X” (2)] eti8. (6.20) 


En soustrayant l’expression (6.20) de (6.19), il vient 


R,— iRg = %" (2) + D") —[zp" (2) + x” (o)le8. (6.21) 


3. Utilisation de solutions homogènes limites 


__ 4 fi+o 9 2 
a = (ET  )h+ (145 0 ee | 
b 

: TERRE . Fe _ (6.29 

ue (1 DE )h—> (#5 +1) fa+ 
+ a cos B — pstB 4 cet 

où fi = fi (B, t) sont des fonctions vérifiant l’équation 

af ouf, op fo df. 

Sn Trop + op opt +2 BE 2e += 0. (6.23) 


La solution particulière de l'équation (6.23) peut être établie sous 
la forme: 
pour un domaine en coin 


f = B (B)e“!, 
d'où 
f(B, r) = r* [4,4 cos (k — 1) B + B, sin (4 — 1) B + 
+ Ch cos (k + 1) B + D4 sin (k + 1) B]; (6.24) 


pour un domaine annulaire non fermé 
sin 
ÎJ=T (£)cos k 


f(B, r)= (Art Bur hi Cyrhi Dir) kB, (6.25) 


où k est un paramètre indéterminé, 
Ah, Br, Cr, Dr des constantes arbitraires. 


125 


Les déplacements seront égaux à: 
dans le premier cas 


u, = [(1 +0) k—(3—0)] {(k—1) [Ba cos (k—1)B— 
— A sin (k— 1) B]+ (441) (D: cos (k+ 1) B— 
— C,sin(k+1)6]}+asinf+bcosf, 
ra (6.26) 


+ B, sin (k—1)6]+(k+1)[(1 +0) k—(3—0)] x 
X [Crcos(k+1)8+ D, sin (k+1)6]}+ 
+acosf—bsinf—cr; 


dans le second cas 
ur + {(1 + 0) (— 2) Art [(1 + 0) + 4] Bari 
+ (+0) k—4] Cyr (1 + 0) (k +2) Dar tt }in kB + 
+ a sin f+bcosB, 
up — — + {4 +0) k+ 4] Aurttt L[({ Ho) k +4] Birht 4 


+ [(1 +0) &— 4] Cart [1 + 0) k— 4] Dar *#t}cos kB + 
+ acosf—bsinf—cr. 


(6.27) 


Ensuite, d’après les formules (6.5), on établit les expressions pour 
les contraintes. C'est ainsi que pour le premier cas: 


R,=Gkr"-1{(1 +o)(k—3)(k—1)[B,cos(k—1)B— | 
— A, sin (k—1) B]+ (k+ 1) ((1 +0) k—(3—0)] x 
X [D, cos(k+1)B—C, sin (k+1)B}]}, 
Bp= —Gk(k+1)r#"14{(1 Lo) (k—1) x 
X [B,cos(k—1)B—A4,sin(k—1)6]+[(1+0)k— (6.28} 
—(3—0)1 [D, cos (k+1)B— Cx sin (k+1)B]}, 
B,= Rs= —Gkhr'-1{(4 + o)(k—1)2 [44 cos (k— 1) B+ 
+ Ba sin (4-1) B]+ (+1) 1(1 + 0) k—(3—0)] x 
X [Crcos(k+1)6+ D, sin (k+1)6]}. 
Possédant les valeurs des déplacements (6.26) et (6.27) et des 


contraintes (6.28) on est en mesure de formuler toutes solutions. 
homogènes limites. 
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Problèmes 


6.1. Problème de Lamé (1852). 

Un long cylindre creux est soumis à des pressions normales 
extérieure p, et intérieure p; qui sont uniformément réparties 
suivant la surface latérale (fig. 47). 

Trouver les contraintes et les déplacements. 


En vertu de la symétrie polaire et les deux conditions aux limites 
Rr-a = —pi et Re = —po (a} 
écrivons la fonction des contraintes (6.15) sous la forme 
p = À Log r + Cr°*). 
Selon les formules (6.16), les contraintes seront: 


Rre= +420, Bp=--#+20, Rs=B,=—0. 


En utilisant les conditions aux limites (a), il vient: 
__ 4%? (Po Pi) or — Pi bËPo 
AE 0 CE 
d'où 
1 2 2 a*b? 
R, Dr 0% [a pi —d Po + (Po — pi) | U 


a 


a 


1 o 2p° ; 
DR= Es [ ap, — po — + (Po— pi) | 


Pour déterminer les déplacements u, (ug = 0), il faut intégrer 
les équations (5.4) compte tenu des équations (6.2) et des relations 


R-(u,) 


D) 


Fig. 47 Fig. 48 


(5.9). Les équations (6.4) pour le problème considéré prennent 
la forme : 


du u 
E, Te = R,.—0,B, E,— = Bs—oiR.. (b) 
*) Dans Île cas d'un cylindre plein @ = Cr, R, = Bg = —po, Rp — 
= B, = 0. 
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Des équations (b), il ressort 


1 
Ur = Ga) [ (4 — 26) (a2p; — btpo) r + 


6.2. Problème de Golovine (1881). 

Un barreau circulaire plat de rayon extérieur b et intérieur a 
en forme d’un rectangle étroit (Ô — 1) est fléchi au moyen des mo- 
ments M agissant à ses extrémités (fig. 48). 

Déterminer les contraintes et les déplacements. 


a2b3 
r 


(pi — po) |. 


Comme les contraintes ne dépendent pas de l'angle polaire B, 
on écrit, selon la formule (6.15), la fonction des contraintes sous 
la forme qo = À Log r + Br° Log r + Cr. 

Les conditions aux limites du problème prennent la forme: 


b b 
Rrna=0, Rr-y=0, | Be dr =0, | Bsr dr = M. (a) 


En développant les équations (a), il vient: 


A/a2+B(1+2Loga)+2C=0, 
A/b+B(1+2Logb)+2C —0, (b) 

A Log 2 +B (b2 Log b— a? Log a) +C(b2— a?) — M. 
La troisième condition de (a) est vérifiée si les deux premières 


le sont également. 
Résolvons les équations (b): 


4M b 2M 
A= —-5 a? Log—, B= ——5 (b°—a?), 


C= 7 {b2— a? + 2 (2 Log b — a? Log a)|, 


N = (b° — a°) — Aa°h? Log® À. 
Les contraintes seront égales à: 


2p2 b a 
Rr= —<+ (Sr Log + +0? Log +a?Log+) 


AM a?b° b ° r a 
B$ — TN T3 Log — + b? Log Tr + a? Log ++b2—at) . 

La solution approchée obtenue au moyen des formules de la 
résistance des matériaux, où les contraintes B,4 varient suivant 
la loi hyperbolique, coïncide de façon satisfaisante avec la solution 
exacte trouvée. 
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Pour déterminer les déplacements il faut intégrer les équations 
(6.4) : 


dur 
dr — 
= {A+ I2(1—0) Logr+1—30]B+2(1—0)C}, 
14 Ôu r 
+= (c) 
=5{— 441240) Logr+38—0]B+2(1—0)C}, 
1 ou, Oug up 
rte r 0. 


Intégrons successivement la première et la seconde équations 
de (c) 


u= TE 4 +12 (4 —0) Logr —1—0] rB+2(1—0)rC} + fi(B), 


us = rB— fi (B)+ f2/(r). 


En reportant les valeurs trouvées des déplacements dans la troi- 
sième équation de (c), on obtient deux équations: 


fat) —2 Rr)=0, fr (B)+f(B)=0, 
d'où 
ñ (B) = b sin B — a cos $, f, (r) = cr. 


Les déplacements seront en définitive égaux à: 


= {— "A+ I2(1—0) Logr—1—0]rB+2(1—0) rC }+ 
+ a sinB+bcosf; 
ug= #2 rB+ a cosB—bsinp+cr 


[comparer avec la formule (6.10)]. 

Pour déterminer les constantes arbitraires a, b et c, il faut fixer 
le barreau de manière à exclure son déplacement comme corps solide, 
et poser, par exemple, au point O, 


Ou 


Ur —=UpB—=-—— e 


or 


Le déplacement u, est composé de deux composantes : le dépla- 
cement et la rotation de la section de l’angle 4BB/E par rapport 
au centre C, pris pour un corps solide. Donc, au cas d’une flexion 
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pure, les sections transversales demeurent planes (hypothèse 
Bernoulli). 

6.3. Problème de Mitchell (1900). 

Déterminer l'état de contrainte dans un coin fin (6 = 1), illi- 
mité, d'angle 2x, au sommet duquel est appliquée une force P for- 
mant avec l'axe du coin un angle f, 
(fig. 49). 


Définissons la fonction des contrain- 
tes sous la forme: 
p = Ar B sin B + Br$ cos $. 
Les conditions aux limites du pro- 
blème ont la forme : 
| pour f=+a, B5= Rp = 0, 
pour r—+0, VX = SY = 0. 
Selon les équations (6.11) les con- 
traintes seront égales à : 
R, = (24 cos B})/r — 
— (2B sin B}/r, B;s = Rg = 0. 


Donc les conditions aux limites sur les faces du coin sont vérifiées 
et les conditions permettant de déterminer les constantes arbitraires 
sont : 


œ 
D X— | R, cos Br dB + Pcosf, = 0, 


[o À 
S'x— Î R, sin Br d+ PsinB, —0, 
—a 


d’où 
A —-2Pcosh Pr 
7 2a+sin 24 24 + sin 24 ? 
p—_2Psinf, ___ ?P8 


2a—sin 24  2a—sin 24 ° 
On obtient en définitive 


2P f cos cosp sinf,sinf 
R= Cr 24 -+ sin 24 + Ga sin 2 | 
Quand r —+ 0 les contraintes À, — oo, vu qu’on a fait l'hypothèse 
de l’application de la force au point. 
Pour un petit angle 2x les contraintes obtenues à l’aide des 
formules de la résistance des matériaux sont proches de celles fournies 
par le problème donné. 
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D Déterminer l’état de contrainte si au sommet du coin est 
appliqué un moment M (voir fig. 49). 


Conseil. La fonction des contraintes doit être prise sous la forme q = AB + 
+B sin 2f. 


Réponse: Rr= — 20 sin 2, Bg=u, Rg=—< (cos 2B— cos 2a), 


r2 
où C est déduit de la condition 
[e À 


| rBr = M 
_& 
et est égal à 
C — M/(sin 2a — 2a cos 2a). 


> Déterminer l'état de contrainte dans un coin fin et infini 
d’angle &, dont la face inclinée est soumise à une charge verticale 
uniforme d'intensité g (fig. 50). 


Conseil. La fonction des contraintes doit être prise sous la forme [voir (6.13)] 
® = r° (A » cos 2 + B; sin 2B + CB + D). 


sin?f, B=Rp=37—— sin 28. 


Réponse: R,= — costf, Bp=— Ses 


sin sin 


> Déterminer l’état de contrainte dans un coin fin et infini 
d'angle &« pour deux types de charge (fig. 50): 1) au cas de pression 


d'un liquide de poids spécifique y sur la face verticale; 2) au cas 
où le matériau du coin a pour poids spécifique £g. 


Conseil. Dans les deux cas la fonction des contraintes doit être prise [voir 
(6.13)] sous la forme 


p = 7°? (4, cos 35 + B, sin 38 + C; cos B + D, sin B), 
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les contraintes seront déterminées d'après les formules (6.11) et pour tenir 
compte du poids spécifique, on ajoutera aux expressions obtenues les valeurs 
particulières des contraintes fournies par les formules: 


Rr = —grcosf, Ba = —grcosf, Ra = B, = 0, 
tirées des équations d'équilibre (6.6) quand 
R = g cos B et B — —g sin $. 
6.4. Problème de Flaman (1892). 
Déterminer l’état de contrainte et de déformation dans un demi- 


plan élastique x => 0 sollicité par la force ponctuelle P perpendi- 
culaire à la limite x = 0 (fig. 51). 


Ce problème est un cas particulier du problème (6.3) si l’on pose 
a —= x/2 et B, — 0. Cette hypothèse prise en compte, il vient 


2P 
R, = —Psse6, Bs= Rs= Br = 


qui est le cas d’une distribution élémentaire radiale des contraintes 
(Mitchell, 1900). 

Sur toute circonférence de diamètre quelconque D tangente à la 
ligne limite au point d'application de la force (voir fig. 51), 


ED = rlcos B et R, = —2P/(nD) = const. 
La contrainte tangentielle principale en tous les points de la 
circonférence est: 
Tmax = | À, — By |/2 = P/(xD) = const, 
aussi dans les études optiques des modèles plans près des points 
d'application des forces, on voit sur l’écran des circonférences sem- 


blables (c'est-à-dire des isobares ou lignes des contraintes égales). 
Pour une déformation plane les équations (6.4) seront 


dur ___ 2(1—0*)P cos B 
dr ..  n£ r 
ou 
Ur B _20(1+0)P cosf 
Tr EE 7 r 9» { (a) 


En intégrant successivement la première et la seconde de ces 
équations, il vient 


ur = — IE cos f Log r + f' (B): 
2(1— 0°) P 


ug = CL sin p+ LEE sin f Log r — { (B) + fa (r). 
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Pour trouver les fonctions inconnues f (B) et 7, (r) reportons les 
valeurs des déplacements dans la troisième équation de (a) qui, 
après certaines transformations, devient : 

” 2(1+ 1—20)P . , 
"(B)+ 7 (B) + ORDRE sin 6 = fi (r)— rf; (r) 
et se décompose en deux équations: 
" 2 (1 1—20)P . 
f"(B)+ f(B)= — 10H02 sin f ; 
, 1 
fr) fi(r)=0*). 
Les fonctions inconnues seront égales à: 


f(B)= Cicosp+ Ci sinp+ DC IOE $ cop, fi (r) = Car. 


En définitive, les déplacements seront : 


u,=— 20 0r Log r cos  — (Hot 20) F 6 sin B+ 
DEP us Ou in 
ug= CEE Log r sin p— HDCP à cos B — 


—C, COS B — [cie] sin P + Car. 


Pour déterminer les constantes arbitraires C;, il faut fixer le 
demi-plan de manière à exclure son mouvement comme corps solide, 
par exemple (voir fig. 31): 
pour $ = 0, up — 0, 
pour r=het B = 0, u, = 0. 

Dans ce cas 

C; — Ca — 0, 
__2(1—0?)P (4 o) (1—20) P 
C=——— Log h— > — 


et les déplacements se déterminant d'après les formules: 


me Leret+is au 
ug= RE {[ Log + ++ —]sn8-; 7 nb cosB). 


*) L’ égalisation des deux parties de l’équation à zéro et non pas à une cons- 
tante arbitraire s'explique par le fait que cette constante ne figure pas dans 
l'expression des déplacements. 
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Les points de la ligne limite (BP=æ+:7/2) subissent les déplacements : 
__({+o)(1—20) P 


77 |B=+x/2 = Uy = PE OS 
D 2(1— 0%) P y , (1+0)P 
pr LU À ñnE Log + + nE ‘* 


D'après la figure 51 les contraintes sur les éléments de surface paral- 
lèles aux axes x et y seront égales à : 


2P xs 2P cosif 
= 2 nn Sn ne © mn € L 
° 2P zy° 2P cosfsin?f 
—— 2 — © se = — ue © mme 
v Rr _- 2P x°?y 2P cos’fsinf 
— —_ 7, = ms © manne US CD CORRS © Ce 


> Déterminer les contraintes dans le demi-plan sollicité par 
un moment (voir fig. 51). 


sin 28, Bp—=0, 


Réponse : R,= — 2 
Ry= B,= 20 cost 6 


(voir problème 6.3). 
D Problème de Cerruti (1882). 


Fig. 92 


Déterminer les contraintes et les déplacements dans un demi- 
plan élastique soumis à l’origine des coordonnées à une force 7 
dirigée suivant l'axe y (voir fig. 51). 


Réponse : 
2T sin 
T kh . ° 
Ur = AÔE [2 Log — sin f—(1—0)Bcos s| ’ 
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6.5. Problème de Hertz (1883). 
Déterminer l'état de contrainte d’un disque circulaire comprimé 
par deux forces P ne passant pas par le centre (fig. 52). 


Le problème se résout par superposition de trois états. 
1) Le point À constitue un pôle, d’où émanent les compressions 
radiales engendrant les contraintes 


R,= 2. Shi p, = Rp —0. 


LS ri 


2) Le point B est l’autre pôle, d’où émane la compression radiale 
engendrant les contraintes 


R=— <=. Ce By, = Rp, =0. 


3) Le disque est sollicité à la traction uniforme omnidirection- 
nelle p pour laquelle 


R,, = Bg, = P; RB, — 0 


(voir problème 6.1). 
Au cas de l’action simultanée des trois charges, on a au point C 
les contraintes : 


R,=— pi (cos B, cos? a+ + cos B> cos? œ) ; 
1 2 


2 . . 
Bs=p— + (< cos B: sin? &y + cos B> sin2œ ) ; 
ré r] lo 


2P ji . 1 . 
B;,= ——— (= cosp; sin &4 COS &y — — COS fe sin a, cos œ) . 
1 2 


Compte tenu de ce que 


Gi + Be = 1/2, a: + f, — T/2, 
— d cos 4, = d'sin B., r, — d cos &, — d sin B;, 


où d est le diamètre du cercle, on obtient en définitive: 
2P . 
R;= p—7 sin (fi + B2); 
2P . 
Bs= p——ctg Bctg Be sin (Bi +2), 
Re = B,=0. 


Pour que le cercle ABC soit en tous les points, sauf À et B, 
non soumis aux contraintes radiales R,, il faut poser 


p= + — sin (Bi + Bo), 
où sin (B, + B:) est une constante. 
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D Déterminer l’état de contrainte d'un disque circulaire com- 
primé par deux forces P passant par le centre du disque et construire 
l'épure des contraintes normales suivant la section diamétrale per- 
pendiculaire aux forces (voir problème (3.1)). 

6.6. Déterminer l’état de contrainte et de déformation au sein 
d’un cylindre de révolution creux de grande longueur reposant sur 
un support parfaitement rigide (u4 = 0) et lisse (R, = 0) sollicité 


SE 


Fig. 53 


T(h-b) 


: 1 


par une charge hydrostatique ? — y (À — b sin B), où y est le poids 
spécifique du liquide (fig. 93). 


Définissons la fonction des contraintes sous la forme (6.13): 
p = Aor° + Bo Log r + 
+ ù Ÿ (4m PR LE Bart + Cr + Dr +?) cos mp. (a) 


m2, 4 


Les conditions aux limites du problème sont: 


pour r = b, R, = —y(h — bsinB), B, = 0; 
pour r = a, R, = 0, B, = 0; 
pour B—0our, R8=0, us = (0. 
En développant sin B dans l'intervalle 0 < B< x suivant la 


formule 


4 C cos m$ 
ÿ 


. 2 
SPPS= 7x (m—1)(m+1) 


Mæ2,h,... 


et en écrivant les contraintes d'après les formules (6.11): 
Re=24o+— D Im(m—1) Anr"2+(m—2)(m+1) Bar" + 
2,4,... 
+m(m+1)Chr 22 (m+2)(m—1) Dr] cos mf, 


B5=240— 2 + >» [m (m—1) AnrT2+(m+2) (m+1) Br + 
2,4 


+ m (m + 1 Cr" +(m+2)(m—1) D,r"] cos mf, 
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C0 


Rs=B,= SN ml(m—1)44r"2+(m+1) Bar" — 
2,4,... 
—(m+1) Cyr 2 (m—1) Dr] sin mf, 
on obtient des quatre premières conditions aux limites les valeurs 
de toutes les constantes arbitraires de la formule (a): 


vGb—u)bt D _ _ V(2b— 7h) ab? 
Em per 


Ao= 2(b2— at) bn? , 


An = (m+1)1mC—(m—1) Dia "“ta-ts, 
B= À (m—1)(mD— (m+ 1) Cja-"tan, 
Cn = + (m — ) Da”"*1ar*s, 


D = + (m +1) Da"“*ta"*t, 
où a —= b/a, 

A=n(CB—mAD)(m—1}2(m+1}, 
A= (m—1)a2—(m—2)—a 201, 
B=m'a?—(m—2)—(m+2)a"?", 
C=—-(m—1)a?2+m—a 2", 

D= —-ma?+(m+1)+a 2. 

Les déplacements se déterminent à partir des équations (6.4) 


compte tenu de (6.2). En intégrant les deux premières équations 
de (6.4) et en égalant à zéro les fonctions arbitraires *), il vient: 


Eur =2(1—01) Ar —(1+0) — D {+ o)mAnr"i+ 
2.4, ... 
+ m2 0 (m + 2)] Bart — (1 + 03) MC mr" — 
—[m+2+0o,(m—2)] Dr"*t}cos mf; 


Eup=. D {(-+o)mAmr"t+[(1+01)m+ 4] Burt + 
+(+o;)mChr "AL + oi) m—4] D,r"*1} sin mf. 


Ainsi donc,les conditions aux limites sont vérifiées par rapport à $. 
Au cas de pressions uniformes extérieure p, et intérieure p; 
sur le demi-cylindre on aboutit, à condition que p,b > pa, au 
problème connu de Lamé. 
2(1+0:) 
E 


*) La troisième équation de (6.4), e,g = R$, dans la fonction 


Ld - L e e 1 
des contraintes en forme de (a) se vérifie identiquement. 
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D Trouver l’état de contrainte et de déformation au sein d’un 
demi-cylindre plein (a = 0) de rayon b reposant sur un support 
parfaitement rigide et lisse et soumis à l’action d’une charge hydrosta- 
tique (voir fig. 53). 


Conseil. La fonction des contraintes doit être prise sous la forme: 


p = Aor° + D (Amrr + Bmr+t?) cos mf. 


Mm2,4,... 


Fig. 54 


> Etudier l'état de contrainte dans un mince (ô — 1) disque 
annulaire sollicité par deux forces de traction P (fig. 54). 
Conseils : 1. La force ponctuelle doit être remplacée par une charge unifor- 


mément répartie q — P;(2ab) sur le tronçon 2ab, où «& est le petit angle. 
2. La fonction des contraintes scra prise sous la forme (a). 


ELLLLELLLLLE 


Fig. 55 


6.7. Problème de Kirsch (1898). 
Etudier l’état de contrainte dans une plaque mince (Ô = 1), 


rectangulaire, uniformément tendue et possédant une petite per- 
foration circulaire (fig. 55). 


Les contraintes engendrées par la petite perforation présentent 
la nature de contraintes locales qui s’amortissent rapidement avec 
l'éloignement de la perforation. 
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Les contraintes au sein de la partie pleine de la plaque peuvent 
être définies au moyen de la fonction des contraintes 


Po p= + prisintf= prè(1—cos 2B), 
pour laquelle 
4° 
X:= Te = D, Yy=Xy=0 


En utilisant pour la solution du problème donné la fonction 
des contraintes œ et des grandes valeurs de r, on doit obtenir les 
mêmes contraintes que pour la fonction ,. 

En conformité avec les formules (6.13) on définit la fonction des 
contraintes sous la forme: 

œ@ = À Logr + Br Log r + Cr + (Aer + Borût + Cor? + 
+ D,) cos 2$. 

Pour éviter l'accroissement des contraintes quand r augmente, 

on pose B = B, =0, tandis que pour obtenir les mêmes contraintes 


avec de grandes valeurs de r que pour la fonction ,, il faut que 
C = p/4 et A, — —p/4. Donc la fonction des contraintes est 


po = À Logr + pr“/4 + (—pr°/4 + Cort + D.) cos 26, 
tandis que les contraintes sont: 
R, = Afr° + p/2 + (p/2 — GCi/rt — 4D ,/r°) cos 26, 
Bg = — A/r° + p/2 + (—p/2 + 6C/r*) cos 28 ; 
Rp = B; = — (p/2 + 6Ci/r* + 2D,/r°) sin 28. 
Les constantes arbitraires se déterminent des conditions: 


pour r = a, R, = B, = 0 *). 
Ces conditions une fois posées, il vient : 


A = —pa*/2, C; = —pa/4, D, — pa°/2. 


En définitive les contraintes seront: 


R,=E [1-54 (1+ Sa — _ } cos 28 |: 
Bs=E[1+5—(1+ —-) cos 28 |; 
Rs = B,= —+ (1— + e ) sin 28. 


Comme le corps n’est pas d’un seul tenant, il est nécessaire de 
vérifier l’univocité des déplacements. Les calculs montrent que les 


*) 11 ressort des équations (6.11) qu'il est possible d'établir les conditions 


également pour la fonction œ: pour r = a, @ = 0 et T- 0. 
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déplacements sont univoques; ce qui confirme l'exactitude de la 
solution. 

Sur la figure 55 est donnée l’épure B;: 
pour f = +n/2, Bs = 3p, 
pour f = 0 ou x, Bg = —p. 

Donc les contraintes croîtront (se concentreront) près du bord 
de la perforation. 

Si la largeur de la plaque d n'est pas très grande, comparée au 
diamètre de la perforation 2a, mais, toutefois, est plus grande que 4a, 


Fig. 56 


la valeur maximale de B, peut être déterminée d’après la formule 
max Bs & Spd/(d — a). 


6.8. Problème de Mitchell (1900) [4]. 

Déterminer l’état de contrainte dans un disque circulaire lourd 
et mince (ô — 1) reposant sur un plan parfaitement rigide et hori- 
zontal (fig. 56). 

Au point d'appui du disque la force est: 


P = xR*Y, 


où y est le poids spécifique du matériau. 


Le problème se résout par superposition de deux états. 
1) Le point À est un pôle, d’où émane la compression radiale 
engendrant les contraintes: 


: 2 
Ry = 2 cos B == — AT cop, Bpg = Rs = B,;=0, 


r 


tandis que sur le bord du disque, quand r = 2R cos B, les contrain- 
tes sont égales (problème 6.4) à 


Ry=—VR, Xa=—YR cos B,Y,=—YR sin?8, X,= — Ÿ sin 28. 
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2) Pour éliminer les contraintes trouvées, il faut y ajouter le 
système de contraintes: 


9? 9? 0? 
Lee ee TR Xe = DU = es (R +2), 


qui se déterminent à partir de la fonction des contraintes 
x o 
= + [S+R (+) | 


Compte tenu de ce que y =rsinf, zx = R—rcosf, il est 
aisé, quand r = 2R cos B, d'obtenir sur le bord du disque les con- 
traintes inverses de celles mentionnées au point 1. 

Dans chaque section horizontale se manifeste une pression radiale 
dirigée vers le point À et égale à 


+ (4R? cos36 — r?). 


6.9. Voir [20]. 

Une plaqueinfinie est affaiblie par un trou circulaire sur le contour 
duquel pour z = ae'8, où a est le rayon du trou, s'exercent les 
contraintes À, et B,. 

Etudier l'état de contrainte. 


Les fonctions analytiques Ÿ” (z) et x” (z) de la solution de (6.21) 
doivent être développées en série de puissance de manière que pour 
r — œ elles soient finies. Ces fonctions preneront la forme : 


v'@= > ÿ Ans, @= > - Bis (a) 


où 4, et B, sont des constantes complexes. 

Les formules (6.19) et (6.21) montrent qu’à l’infini les contrain- 
tes sont déterminées par la constante B, et la partie réelle de 1la 
constante À ,. La partie imaginaire de la constante À, n’exerce aucune 
influence sur l’état de contrainte. 

En intégrant (a) par rapport à z, il vient 

ÿ(2) = 402 + 4, Logz— Ÿ 


9 


Nm. 


An n+ 


+Ci, 


Le 


x (2) = Boz + B, Log z— > 


n = 2 


Byz-n+i 
ni ——— + C;, 


où C; sont des constantes complexes. 
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En tenant compte des relations: 


on obtient de la formule (6.18) 


Ans” n+1 


— (402 + À, Log z— D 


nm? 


r +0) 


u, + iup— ep [ É 


— (Az re 3 Az (n+0) — 
Ni 
IS (54 EL >, À +0.) |. (b) 
nm? 


Posons z = re‘b, alors Log z = Log r + if. 
Cette fonction n’est pas univoque par rapport à B. L'accroisse- 
ment u,+ ius dans le contournement de la perforation sera 


2nie-i8 ( 9 4,+ +2; Bi), 
et la condition d'univocité des déplacements devient 


(8 — ©) A1 + (4 + 0) B, = 0, 
d’où 
A= —119 3,. (c) 
Puisque les contraintes À, et B, sont définies pour r = a, l'ex- 


pression (R,—iB,), peut être développée en série complexe de 
Fourier [32] 


(Re —iB;).na = Ÿ C nei"b ? (d) 


n Too 


où les coefficients C, se déterminent d'après la formule 


27 
Cn=gr | LR(B)— 8, (B)len e-i"8ap, 
0 


n — 0, 1, —1, —2, ... 
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Reportant dans la solution (6.21) les séries (a) et (d) et, tenant 
vompte de la condition sur le contour (r = 9) il vient 


A À; nA 
S CeinB — S An em S _ einB LS TE einB— 


TN = — 00 N=0 n=0 n=æ=0 
-inp 
_S £ — e° (n-2)B — S [ (447) 4n — Pre | 
7 =0 rn=(0 s 
B 281 © An 
— — el — Boeï?B + D TE einB. (e) 
non () 


En confrontant les coefficients de eïB aux mêmes exposants 
dans les deux membres de l’équation (e), on obtient: 


À, 
A+ A9 — À = À G.| 
É_B= nn =C, pourn>3, | (f} 
TE 4, — ne 2 C., pourr >1. 


En posant que À, + A4, et B, sont les caractéristiques de l’état 
de contrainte à l'infini, on admet qu'elles sont connues. La gran- 
deur de la partie imaginaire de la constante À, correspond au dépla- 
cement du corps parfaitement solide (b), elle peut donc être posée 
égale à zéro. Les constantes se déterminent d’après les formules : 


A+ A9 = 24çet A= —2TT B, [voir formule (c)]. 


Ensuite, d’après les équations x et (c), on obtient: 


B;,= — = aC,, Ai= 1e aC:, 


B: — 2A,a? — Coa?, À: — Boa? —+ C,a?, 
pourn>3 
Ba = (n —1) Ans — 4C_ntss An = Cra”. 


La solution complète du problème devient possible si sont don- 
nées la répartition des contraintes suivant le contour circulaire et 
les conditions à l'infini. 

> Déterminer, en utilisant la méthode donnée, l’état de con- 
trainte et de déformation dans une dalle épaisse affaiblie en sa partie 
moyenne par un petit trou circulaire de rayon a et soumise à une 
traction uniforme de contraintes p dirigées suivant l’axe x (voir 
fig. 99). 
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Réponse: 1. Pour les contraintes voir la formule (b) du problème (6.7). 
2. Pour les déplacements, d'après la formule (b) quand C, = Ce = 
On aura: 


__p(i+o) F 1—0 2 1. 
[+ “+ Proton) cos] 
1- 
= — PE (2 ET 2at+r2+ À) sin 26. 


> Trouver la répartition des contraintes dans une plaque infi- 
nie avec un trou circulaire si, le long du bord du trou, quand r = a, 
R, = —p et B, — 0. Les tensions sont nulles à l'infini. 


Réponse: % (:) — 0, Y” (z) = pa*/:?, 
R, 


—pa*/r?, B8$ = pa®/r?, B, = Rp = 0, 
U, — pa? (1 + o)/(Er), up = 0. 


> Chercher les contraintes dans un mince disque annulaire 
de rayon extérieur b et de rayon intérieur a comprimé dans sa partie 
épaisse par deux forces (fig. 97). 

6.10. Chercher les solutions homogènes pour un coin fin fixé 
en un nombre fini de points de la base dans les conditions suivantes 


Fig. 57 Fig. 58 


(fig. 58); le coin est sollicité par un liquide de poids spécifique ; 
= 1/6 = 0,524; Ô = 1/12 — 0,262; h — 4 m 


Pour obtenir la solution particulière satisfaisant aux conditions 
aux limites inhomogènes suivant les faces OA et OB, on pose dans 
les équations (6.26) et (6.28) # = 2 et, pour simplifier l'expression, 
on admet que 6 = (. 

Les constantes arbitraires de la solution particulière se déter- 
minent sur la base des conditions: 
pour Bf — &, Bg = —"yr cos (x + 6), R3 = 0, 
pour f = —a, Bg = Rg =0. 
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La solution homogène générale s'obtient pour des conditions 
aux limites homogènes suivant les faces OA et OB: 


qui une fois développées fournissent quatre équations: 


(& — 1) sin (4 — 1) «A, — (k — 1) cos (k — 1) aBx + 
+ (k — 3) sin (k + 1) aCr — (k — 3) cos (k + 1) a«Dy = 0; 
(k — 1)° cos (4 — 1) a Az + (k — 1)° sin (k — 1) «By + 
+ (k — 3) (k + 1) cos (k + 1)aC, + (k — 3) (k + 1) X 
x sin (k + 1) «D, = 0; (a) 
(4 — 1) sin (4 — 1) a Az + (k — 1) cos (4 — 1) aBx + 
+ (4 — 3) sin (4 + 1) «Cr + (& — 3) cos (k+ 1) «D, = 0; 
(k — 1° cos (k — 1) «A, — (k — 1)° sin (k — 1) aB, + 
+ (k — 3) (k + 1) cos (k + 1) aCx — 
— (k — 3) (k + 1) sin (k + 1) a«Dy = 0. 
Pour que les constantes 4,, Bz, Cr et D, ne soient pas nulles 
le déterminant À (4) du système (a) doit s’annuler. En explicitant 


le déterminant, on obtient l’équation transcendante pour de déter- 
minant «: 


sin 2ka = +k sin 2, (b) 

posant 
k = a + ib, 
portant dans (b) et en séparant les parties réelles et imaginaires, 
on a les équations permettant de déterminer a et b: 
sin 2aa ch 2ba = —+a sin 24; cos 2aa sh 2b& — +b sin 2œ 
ou, pour la valeur de 
cth | 2ba | 
sin 24 


cos —— (cth | 2bæ|V sh? 2ba — b? sin? 2) « = + sin 24 —— 


RS 


a = + 


V sh? 2ba — b2 sin? 2x, (c) 


sh 2b@ - (d) 


Pour des valeurs numériques du problème (œ — 0,524) les équa- 
tions (d) et (c) deviennent 


a= +1,155 cth|1,05b] V sh21,05b—0,75b?, (e) 
cos 1,21 (cth]1,05b] V’sh21,05b—0,75b2) — +0,866b/sh 1,056.  (f) 


La courbe représentative de l'équation (f) est donnée sur la 
figure 59. Les valeurs de certaines de ses racines sont données ci-des- 
sous : 


m Kkm=üm € om 
1-4 .......... H+64,051 + i1,94 
58 .......... +7,178 + i2,45 
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Pour la multitude de paramètres kn — 4m + ibm tirés des équa- 
tions (a) et (f), on détermine les constantes qui leur correspondent 
d’après les formules : 


An = Fidi(k), Bi Fidaif), Cr = Fish), Dr = Frdi(h), 


où À; (x) sont les compléments algébriques des éléments de la ligne 
ou de la colonne quelconques du déterminant *); F, des coefficients 
arbitraires de proportionnalité. 

En prenant dans la solution générale tout nombre fini de termes, 
on peut satisfaire aux conditions aux limites suivant le plan d'appui 
AB en un nombre fini quelconque de points. 


cos 1,21(-..) 


Fig. 59 


Les calculs numériques d’un coin élastique reposant sur des sup- 
ports rigide et élastique, avec l’utilisation de la méthode analysée 
et d’un calculateur électronique, sont réalisés dans les publications 
de N. Borissov (33, 34]. 


CHAPITRE 7 


TORSION DES BARRES PRISMATIQUES 
ET CYLINDRIQUES 


I. TORSION PURE DE BARRES DE SECTION CONSTANTE 
1. Hypothèses 


Dans la solution du problème sur la torsion pure des barres, on 
se réfère à la méthode « semi-inverse » de Saint-Venant en posant 


X:=Y,=2.=X,=0, 
où z est l'axe de Ia tige. 
*) Pour simplifier l'écriture, on omet pour / l’indicé mi. 
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2. Équations fondamentales 


Avec les hypothèses adoptées les équations théoriques seront: 
Equations statistiques [voir (1.1a)] 


2X _ 0Zx , 0Zy 


Conditions aux limites (1.2) 
suivant la surface latérale 


Z, cos (v, x) + Z, cos (v, y) = 0, (7.2) 
aux extrémités (z = O et z = 1) 


f{x.ar=0, {| Y,dF=0, 


F F 


(7.3) 
J] (Y,r—X.y)dF=M., 


où M, est le moment de torsion. 
Equations géometriques (2.1a), qui compte tenu 
de (3.1a), prennent la forme : 


du — 9 te) 
Exx — _— = 0, Exy TE dy dd Si = = 0, 


ou Qu. du, X 
en gg 0 TR CG (7-4) 
du, duy , du. Ÿ- 
need er ty c 
tandis que les équations (3.4a) deviennent 
V°Y. = 0, V°X. = 0. (7.5) 


3. Résolution du problème au moyen de la fonction de Prandtl 
Les contraintes sont exprimées au moyen de la fonction ® — 
— O (x, y) suivant les formules: 
AZ: Y,=2,= ——. (7.6) 
Selon les équations (7.5) 
: VO — C. (7.7) 


En intégrant les équations (7.4), on trouve en éliminant les termes 
représentant les déplacements de la barre comme corps solide: 


Ux = —QY7, U, = GIZ, U, = U, (x, y), (7.8) 
où & est l’angle de torsion de la barre par unité de longeur. 
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Des deux dernières équations (7.4), on tire les valeurs des con- 
traintes tangentielles : 
ou, 


X,=G(52—ay), Y.— =G(S+ar) (7.6') 


et, en comparant les équations (7.6) ct (7.6), on obtient l'équation 
de Poisson (4.6) pour la fonction de Prandtl 


VD = FT + TT = — 206, (7.71) 


d’où, en vertu de l’équation (7.7), 
C —= —2aG. 


La liaison du déplacement uv, avec la fonction des contraintes ® 
se définit par les égalités (7.6) et (7.6”), d’où l’on tire que 


Ou, 1 8D du, 1 "00 
Da MTS D Tr (7.9) 
et 
Vu, = 0. 


Les équations (7.9), compte tenu des équations (7.7), peuvent 
toujours être intégrées [voir équations (4.17)-(4.21)]. 

La grandeur u, traduit la mise de la section transversale hors 
du plan avec la déformation de la tige. 


4. Propriétés de la fonction de Prandtl 
De l'équation (7.2) (fig. 60) 
9D dy , 90 dr D _o, 


0y ds Ÿ or ds Fe 


‘et, par conséquent, sur le contour d’une barre pleine 
D (zx, y) = 0. (7.10) 


En tout point de la section la contrainte tangentielle est dirigée 
suivant la tangente à la courbe D — const qui passe par ce point 


Fig. 60 


et est proportionnelle au taux de variation de ® le long de la nor- 
male à cette courbe: 


=, V,=0. (7.11) 


148 


En vertu du théorème sur la circulation de la contrainte tangen- 
tielle (Bredt, 1896) 


Ÿ S:ds—2aGFo, (7.12) 
D=C 


où Fo = 6 hds/2 représente l'aire de la section complète limitée 


D=C 
par la courbe étudiée. 
Selon la troisième équation (7.3) 


M,=2 | Fodb=2 | | DaF, (7.13) 
° F 


où dD — S.dv est la différentielle de la fonction des contraintes 
(7.11); F l'aire de la section (y compris les perforations). 


II. TORSION PURE DES BARRES RONDES 
(ARBRES) DE SECTION VARIABLE [28] 


1. Hypothèses 


Au cours de la torsion d’un arbre de section variable (fig. 61) 
on résout le problème en coordonnées cylindriques en faisant Îles 
hypothèses suivantes: 

u, = u, = 0, up = ug(r, 2); (7.14) 
R.=Bg—=2; = R; = 0. (7.14") 


Fig. O1 


2. Équations fondamentales 


Compte tenu des hypothèses adoptées (7.14), les équations théori- 
ques prennent la forme: 
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Equations géométriques (2.1b) 


er = = ’ = : 

epp = — TE 0, 

er + 0, (7.45) 
nt tete ue 


Equations de la loi de Hooke 
B,=Rs=G(S—), B,=Z:=G%8. (746) 


Equations statiques (1.1b). 
En absence de forces volumiques il ne se conserve qu'une seule 
des équations d'équilibre : 


0Br , 0B; , 2B, 
ar To tr 0 


quant aux autres équations, elles se vérifient identiquement. 
La dernière équation peut être écrite sous la forme 


À (r2B,) +2 (r2B.)=0 (7.17) 


en la satisfaisant de façon identique par l'introduction de la fonction 
des contraintes 1 suivant la formule: 


: 1 à __ 1 ôŸ 
=, Be. (7.18) 


En résolvant le système des équations (7.16) et (7.18), ou bien 
la cinquième équation de (2.4b) (les autres équations de continuité 
des déformations se vérifient identiquement), il vient 


92 3 dp . dp 
Gr or + or 0. (7-19) 


Si la surface latérale n'est pas soumise à l'action des forces 
extérieures, la contrainte tangentielle résultante est dirigée suivant 
la tangente au contour de la section axiale, tandis que sa projection 
sur la normale v est nulle. On a dans ce cas 


B, cos (v, r) + B, cos (v, z) = O0, 
dr 


cos (v, =, cos (v, z) = TT: 


150 


Avec la prise en compte des formules (7.18), il vient 


, — ss © nn On 


"dz ds Or ds ds 
d’où il ressort que sur le contour 
d = const, (7.20) 


et aux extrémités (z2=0 et z =) 


— 97 | D Jr= 206, (7.21) 
0 


où a est le rayon de la section transversale considérée définie par 
l'équation de la génératrice. 
Si la surface latérale est sollicitée par une charge p, alors 


d'où 


et au lieu de la formule (7.20), on obtient 


= — r2p ds. (7.22) 


0 


3. Résolution de l’équation différentielle 
de la torsion d’un arbre 


Diverses modes de résolution des équations (7.19) sont possibles. 
En fonctions de puissance. 
Posons 


p = r2, (7.23) 


Reportant la valeur de 4 dans l’équation (7.19), on trouve nr = 4 
et m —= 4, d'où 


ÿ = (42 + B) (Crt + D), (7.24) 
les contraintes prenant alors la forme: 


B,=—#(Cr#+D), B,=4Cr(4:+B). (7.25) 
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Des formules (7.25) on tire une série de cas particuliers, par 
exemple, quand A=D=0 et B = 1, on a la solution élémentaire 
du problème de torsion d’un arbre rond. Dans ce cas 


d = Cri, B, = 0, B, = 4Cr, 
et sur la base de la formule (7.21) 
C = M,/(2na*). 


En fonctions de Bessel. 
Posons 


= R (r)2Z (2), 
où R (r) est la fonction de la variable r, tandis que Z (z) est celle 
de la variable z; ensuite, en substituant dans l'équation (7.19), 
il vient : 


_ 


5 rnR=O0; LE FMZ=0, (7.26) 


dr r 
où À est un certain nombre. 
L'équation (7.26) possède les deux solutions suivantes [35]: 


d = (4 sh Àz + B ch Àz) [Cr°J, Gr) + DrY3 (r)); (7.27) 
= (4 sin Àz + B cosÀz) [Cr?L, (kr) + Dr°K, (àr)l, (7.28) 


où J, (àr) et Y, (Ar) sont les fonctions de Bessel de second ordre 
de l'argument réel, respectivement de la première et de la seconde 
espèce ; 7, (Ar) et K, (Ar) les fonctions de Bessel de second ordre de 
l'argument imaginaire, respectivement de la première et de la 
seconde espèce. Les contraintes se déterminent d’après les formules: 


B, = —à (A ch Àz + B sh Az) [CJ, (kr) + DY, (àr)] 1 (7.29) 
B, = À (4 sh Àz + B ch Àz) [CJ, (àr) + DY, (àr)l | 

et 

B, = —XÀ (A cos Àz — B sin Az) [CZ, (kr) + DK, (àr)]; (7.30) 
B, = À (4 sin Àz + B cos Àz) ICZ, (àr) + DK, (àr)l, | | 


où J,, 1, Z,, X, sont les fonctions de Bessel du premier ordre. 
En fonctions de Legendre. 
L'équation différentielle de la torsion des arbres de section 
variable (7.19) en coordonnées curvilignes, orthogonales et isother- 
mes *) a la forme: 


9 [1 2 [1 
ar æ) tax) 0 (7.31) 
*) Les coordonnées isothermes E (r, :) et n (r, :) satisfont aux relations 
HE _ _n 4 À on 
z  ôr dr  d: 
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où E (r, z)et n (r, z) sont des coordonnées curvilignes, orthogonales 
et isothermes du plan de section axiale de l'arbre. 

Les coordonnées E et n du plan rOz (voir fig. 61) sont liées aux 
coordonnées r et z par les relations: 


r = C& sin n, z = Ceë cos n, (7.32) 
et inversement : 
E— Log Vr?+2z2, n—arctgr/z. 
En posant 
Ÿ = fi (8) fe (n), 


où /, (£) est une fonction de Ë, tandis que jf, (n) une fonction de n, 
puis, reportant dans l’équation (7.31), on obtient, compte tenu de 
(7.32), deux équations: 


d? d 
8 SE —(n—1)(n+2) fi=0; 
SE + (n—1) (n +2) f=0, 
où 7 est un certain ombre constant. 


De la première équation de (7.33), en posant f, (£) = er, il 
vient 


él, (7.33) 


fa (E) = AnertÀ + Bert, (7.34) 


La solution de la seconde équation (7.33) sera recherchée sous 
la forme 


fa (n) = sin° nŸ (cos n) = (1 — p*) Y (u), (7.35) 


où pu = COS n. 
En reportant les valeurs de jf, (n) dans la seconde équation de 
(7.33), on aboutit à l'équation de Legendre: 


Ft u?) fret x ]Y=0, (7.36) 
d’où 
Y(u)=(1— pe) EE, (7.87) 


où P, (u) sont les fonctions de Legendre de premier ordre, tandis 
que si » est un nombre entier, on aboutit aux polynômes de Legendre. 
La première solution de l'équation (7.31) est 


b, = [A,em+DE+ Bet-n+fë] sinén Eee | (7.38) 
La seconde solution est de la forme 
= [Aemt+ DEL Bet-n+15] sint ne (7.39) 
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où @, (u) sont les fonctions de Legendre de deuxième ordre. 
Quand nr = 0 et nr = 1 les solutions s’obtiennent directement 
de la seconde équation (7.33): 
pour ñ = 0 
fe = Cocos n + D, (1 + cos? n): 
pour n = 
Îe = Ci —+ D, (3 COS n — cos° n)- 
Donc, les solutions (7.38) et (7.39) se complètent de deux valeurs 
de la fonction Ÿ: 
Vo = (406% + Be) IC, cos n +D, (1 + cos* n)]l; 
= (4,6% + B,) [C,; + D, (3 cos n — cos° n)l. 
Au cas de coordonnées elliptiques Ë et n qui sont liées aux coor- 
données r et z par les relations: 


(7.40) 


r—=ashésinn, z—=achEËcosn, (7.41) 
Ÿ = fa (&) Î (n); 


on aboutit à la solution sous la forme: 
Vo = [49 Ch E + B, (1 + ch? EË)] [OC cos n + D, (1 + cos? n)] ; | 


en posant 


Wi=(A4i+B,(38chE—ch°E] [C, + D, (3 cos n—cos° n)]; 


Ÿh — sh‘t sin“ Li 4, a ) + B, FCn | x | (7.42) 
d’Pa (u) d'Qn (1) 
X [C du + D, du* ? J 


où u=cosn, O—=chËE; 


Ph (...) sont les fonctions de Legendre de première ordre; 

Qn (-..) les fonctions de Legendre de deuxième ordre. 

Si l’on intervertit les rôles des coordonnées r et z, c’est-à-dire 
si l’on place les pôles du système de coordonnées elliptique non 
pas sur l’axe de l'arbre Oz mais sur l’axe Or, on aura entrer, zetE,n 
la liaison : 


r=achEcosn, z=ashEsinn (7.43) 
et la solution (7.42) prendra la forme: 
Yo = [49 ShË + B(1—sh?E)] [Cosinn+D.(1+sin2n)]; } 
Vi [41+8B,(3shE+sh°6)] [Ci + 2, (8 sin n—sin* n)]; | 


d, =i"ch*Ecos‘n A, d 9) + B, g Eu 9 | X | (7.44) 


x [ere PPanW np d'Qn Se |, 


où 06 —ishE,u =sinn. 
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du? 


Problèmes 


7.1. Une barre de section elliptique f (x, y) = 1*/a°? + y°/b? — 
— 1 — 0 est sollicitée à la torsion de moment #.. 
Etudier l’état de contrainte de la barre. 


Définissons la fonction des contraintes sous la forme 
D = Af (x, y) = À (2°/a° + y?/b° — 1), 


où À est un facteur inconnu. 
En reportant la fonction ® dans l'équation (7.7), il vient 


2A/a? + 2A/b? — —92aG, 
d’où 
A = —aGa*b?/(a? + b°), 


tandis que la fonction des contraintes devient 


__ aGaïb? z° y 
Der (1 47). (a) 
Les contraintes se déterminent d’après les formules (7.6): 
00 2aGa*° 00 2aGb° 
X:= ôy aies Ÿ Pr a? b? 


La figure 62 donne les épures des contraintes. 
Pour déterminer M,, on utilise la formule (7.13). D'après la 
formule (a) l’aire de l’ellipse est: 
— — SEP) —_? 
Fo= nab (1 }= seb (15 —). 


aGa*b* 


où quand z = y = 0 
Dmax = &Ga*b*/(a? + b°). 
Selon la formule (7.13) 


Dmax Dmo x 


M.=2 | Fo dO = 2nab | (1 — D/Duax) dD = 
0 0 
= H4bDmax = raGab$/(a2 + b2). 
La contrainte maximale aux points (0, +b) est 
max X, = 2M,/(rab*). 
Des équations (7.9) on tire 
a? —b? 


WU Gr ys TU- (b) 
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Ainsi donc dans une barre de section elliptique les sections transver- 
sales, après torsion, ne restent pas planes, mais se transforment 
en surface dont les horizontales sont des hyperboles isocèles possé- 
dant comme asymptotes les axes Ox et Oy (fig. 63). 


Fig. 62 Fig. 63 


7.2. Une barre de section circulaire f (x, y) — x° + y? — a* = 
— 0 est sollicitée à la torsion par le moment A. 
Etudier l'état de contrainte de la barre. 


On adopte en qualité de fonction des contraintes l'expression 
D = Af (x, y) = À (2 + yŸ — o), 
où À est un facteur inconnu. 
Selon l’équation (7.7) 
2A + 2A — —92aG, 


d'où 
A = —aG/2, 

quant à la fonction des contraintes elle devient 
aG 


D = 5 (a — T° — y). 


Les contraintes se déterminent d'après les formules (7.6): 


00 00 
== —QGy, Y,=—-—=aGz. 


La figure 64 donne les épures des contraintes. 
Selon la formule (7.13) 


M, = naGa!/2. 
Les contraintes maximales sont: 
max À, = max Ÿ, = M/W,, 
où W, — na%/2 est le moment polaire de la résistance. 
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Toutes les formules du problème considéré constituent un cas 
particulier des formules du problème (7.1) pour a — b, l’ellipse 
devenant un cercle. Dans le cas d’une barre de section circulaire, 
d’après la formule (b) du problème (7.4), u, = 0, c'est-à-dire que 
les sections transversales demeurent planes au cours de la torsion. 

7.3. Problème de Weber (1921). 


Xz 4y 


2a 


Fig. 64 


Une barre ronde de diamètre b avec une rainure semi-circulaire 
de rayon «a est sollicitée à la torsion par le moment 7, (fig. 65). 
Chercher l'état de contrainte de la barre. 


Les équations des contours de la section en coordonnées polaires 
prennent la forme: 


fr, B)=r—bcosB — 0, fa (r, B) = r° — a? = 0. 
La fonction des contraintes prend la forme 


O(r, p)= AE — À (r2—@2—br cos B+ cos f) 


où À est un facteur inconnu. 
Sur le contour la fonction ® est nulle. 
En coordonnées cartésiennes avec 
r cos B = zx, rsinf = y, r° = 1° + y? 
la fonction des contraintes devient: 
ba°x 
D=A(z 2 q2— bx = -): 
+ y + 


Selon l'équation (7.7) 
A = —aG/2, 


et la fonction des contraintes devient 


= [a?—r2+bcosp (+): 
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Selon la figure 65 les contraintes tangentielles en coordonnées 
polaires sont égales à: 


… . __ 00 1 dy 00 1 Or\ 1 6. 
R,= X,00sf6+Y, sin pe SEE (—) =; 
… Re 0D Or 00 dy 0 


En dérivant la fonction ®, il vient: 
R, = —aGb (1 — a°/r°) sin B; B, = aG [r — b (1 + a°/r°) cos BI. 


La valeur maximale est atteinte par la contrainte tangentielle 
au point du contour situé au fond de la rainure: 
(max B.)p=0 = —xG(2b— a). 


ra 


Quand b S a, elle est deux fois plus grande que sur le contour 
sans rainure (concentration des contraintes dans la rainure). 


Fig. 6G 


7.4. Problème de Saint-Venant. 

Une barre rectangulaire de côtés a et b (a > b) est sollicitée 
à la torsion par le moment M, (fig. 66). 

Etudier l'état de contrainte de la barre. 


La fonction des contraintes prend la forme: 
D=aG(b/4—y)+F, (a) 


où F est une fonction inconnue. 
En reportant l'expression (a) dans l'équation (7.7), on trouve 
que la fonction F doit satisfaire à l'équation harmonique 


0?F ®F 
Se + 0, (b) 


tandis que les conditions aux limites sont : 
pour zx = +a/2, F = aG (y° — b?/4); 
pour y = +b/2, F = 0. 
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En appliquant la méthode de Fourier cherchons la solution par- 
ticulière (b) sous la forme: 


F (x, y) = À (x) Y (y), 


où À (x) est une fonction de zx, Ÿ (y) une fonction de y. 
En reportant la fonction F (x, y) dans l’équation (b) et en séparant. 
les variables, on aboutit aux équations: 


TT —IEX = 0, LT +hy= 0, (c}- 
où À? est une grandeur constante. 
En vertu de la symétrie du problème, on choisit la solution des- 
équations (c) sous la forme de fonctions paires À — ch Àx, Ÿ — 
= cos Ày, d’où l'on tire 


F— 2 A} Ch Apt COS Any. 


Quand y = +b/2 F = 0, d'où cos À,b/2 = OetA; = (24 + 1) X 


X a/b (k = 0, 1, 2, ...). 
Quand x — +a/2 F = aG (y? — b?/4), c'est-à-dire 


> 4, ch CEE cos CLIM LG (y? — b2/4). (d)}- 
k=0 


Le second membre de l'égalité (d) dans l’intervalle —b/2<y< 
< b/2 se développe en une série trigonométrique suivant les cosinus : 


aG (y2— 02/4) = Ÿ BP} cos ET DA, (e) 
k=0 
où 
o © (2k+1) Ba Gb? (—1)* 
Co n T a — 
B,=< | aG (y?— 05/4) cos UE dy = — pe: 


En comparant les coefficients 4, et B, des expressions (d) et (e),. 
il vient 
(2k-+ 1) ra 


Ah — B,/ch 5h 


En définitive la fonction des contraintes devient 


_ —41)kch GK) 7x 1) ax cos CRE) ay 1) ay 


a O0 ( 
b* 8b° b b 
L as a 2k+ 1ÿ ch CET D ne 
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La contrainte tangentielle maximale s’observera dans la partie 
médiane des côtés longs quand x — 0 et y — +b/2: 


6F | 8 — 1 
=aGb| 1-7 ET) na 


0 = x? . 
Y le=0, é=o (24 1) sh CET 


max À. — 


Sur la figure 66 sont données les épures des contraintes. Selon l’ex- 
pression (7.13) 


co (2k + 1) ra 
th — 5% — 


Mnacab| SLT 


Les séries infinies pour a/b 5 1 convergent rapidement. Pour des 
£alculs pratiques il est commode d'utiliser les formules : 


max X, — M./(gab°), max Y, — q: (max X.), & = MlCior; 


OÙ Ctor = g3Gab* est la rigidité de torsion. 
Les valeurs des coefficients g; sont données dans le tableau. 


e/U | g1 | Q2 | q3 | a/b | q1 | 4 E | q3 


1 0,208 | 1,000 | 0,140 6 0,298 | 0,743 | 0,298 
1,5 | 0,230 | 0860 | 0196 8 0,307 | 0,743 | 0,307 
2 0,246 | 0,795 | 0,229 10 0,312 | 0,743 | 0,312 
3 0,267 | 0,753 | 0,263 co 0,333 | 0,743 | 0,333 
4 0,282 | 0,745 | 40,281 (1,3) (1,3) 


7.5. Problème de Saint-Venant. 

Une barre de section transversale en forme d’un triangle équila- 
-téral d’hauteur a (fig. 67) est sollicitée à la torsion par le moment 7. 

Etudier l’état de contrainte de la barre. 


La fonction des contraintes est prise sous la forme 
D= AE + y — (2° — Szy*)/a — 4a°/27]. 


Il est aisé de vérifier que sur le contour de la section 


a z 2 a 
(e=-5 et v-+1-2+7) 
‘la fonction ® devient nulle. 
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Selon l’équation (7.7) 
A = —aG/2 


et la fonction des contraintes (a) devient 
aG 1 4a° 
D — —[e+ur- (8) +) . 
Selon les formules (7.6), les contraintes sont: 


X,— —aG(y+3zy/a), Y,—=aG ÉCETS) . 


Les épures des contraintes sont représentées sur la figure 67. 
De l'équation (7.9), il s'ensuit que 


œ 2 . 
U; = (32y? — 2°), 


qui devient nul pour x = 0 et x = +ÿ 3y, c’est-à-dire sur les trois 
perpendiculaires abaissées du sommet du triangle limitant la section 


Fig. 67 Fig. 68 


transversale sur ses côtés. Les lignes u, — const sont des courbes 


algébriques du troisième degré, dont l'aspect général est donné sur 
la figure 66. 


7.6. Problème de Leibenzon [36]. 

Une barre de section transversale en forme d'un demi-anneau 
(fig. 69), est sollicitée à la torsion par le moment W.. 

Etudier l’état de contrainte de la barre. 


L'équation de Poisson (7.7) en coordonnées polaires prend la 
forme 


92O 1  0O 1 0°® 
on Tr or tr op — 206. (a) 


11—0315 4161 


Cherchons la solution de l'équation (a) vérifiant sur le contour 
la condition (7.10) de la fonction des contraintes 


D = 0. 


Développons le second membre de l'équation (a) dans l’inter- 
valle 0OLB<7r en série de Fourier: 


8aG R 1 
6e D gr sin (2 +1) À (b) 


et cherchons la solution de l’équation (a) sous la forme de la série 


Or, BP) = > fn (r) sin (2n +1) 6. (c) 


En reportant les expressions (b) et (c) dans la formule (a), on 


Fig. 69 


obtient l'équation déterminante pour f, (r): 


“fn 4 À dfn  (2n+1ÿ , aG 

ir rente us Le TEE (a) 
En résolvant l'équation (d), il vient 

În (7) = An + Br i Æ Cor, (e) 
où À, et B, sont des constantes d'intégration; 

8aG 2 . 
C, — n(2n—1)(@r+1)(n3) étant la constante de la solution par- 
ticulière. 


La série satisfait à la condition D = 0 sur des secteurs rectili- 
gnes (B —0 et B — x). En s'appuyant sur les deux autres conditions: 


fn (@) = fn (b) = 0 
on trouve À, et B, (e). En définitive, il vient 


fn (6) = Cab (p? — anpit = Dpt), 
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A—k2n+t3 
= TER ? 


4—k?n-1 
bn — 275 4 — kèn+2 


k= a/b, p = r/b. 


La fonction de torsion (c) devient 


O0 


O(p, B)=b2 À Ci(p2—anp2"*1—b,p"2""1) sin (2n+1) 8. 
=0 


n 


n 


Selon les formules (7.6): 


__ 80 __ 1 / 00 . 40 cosf\. 
X,= = (5sin + dB P ] : 

9® _ 1 [8 2® sinf 

Pia (Sr cos). 
De là, selon Ja figure 69, 

R,=Y,sinp+X.cosp=1.1.® 

2 z z — b p 0B ’ 
B,=Y,cosf—X,sinp= —.°2. 


En définitif, il vient 


R,=b D; Ch(2n+1)[p—a,p2—b,p-2"+9] cos (2r +1)B, 
N=0 


. D n nl. 
B,= —b Ÿ C,(2r+1) [a P — np? + bnpr2+0 |sin (2n + 1) 8. 


Nn=0 


La contrainte tangentielle résultante atteint sa valeur maximale 
pour p = 1 et f = x/2 (au milieu de l'arc du demi-cercle de grand 
rayon). 

Déterminer le lien de l’angle de torsion & avec le moment de 
torsion M.. 

»- Etudier la torsion d’une barre de section en forme d’un demi- 
cercle quand a — O (problème de Timochenko). 

7.7. Problème de Fôppl (1905) [28]. 

Un arbre conique est sollicité à la torsion par le moment M, 
appliqué à son sommet (fig. 70). 

Déterminer les contraintes tangentielles. 


Toute fonction établissant le rapport 


—— == Cos Pb = const 
Vri+s P 


vérifie l’équation (7.19). 
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Définissons la fonction w sous la forme 
TE PE 
Cl 3 (==) J- 
La constante C se détermine à l’aide de l'équation (7.21): 


C= M 3 
27 (2—3 cos B+coss fi) ° 


Les contraintes tangentielles selon les formules (7.18) seront 
égales à : 


Br = —Cr/(r + YP, B, = —Crzl(r? + z)5. 
7.8. Problème de Melan (1920) [38]. 


Fig. 70 Fig. 71 


Un arbre en forme d'’ellipsoïde de révolution est sollicité à la 
torsion par les moments M, appliqués à ses sommets (fig. 71). 
Chercher les contraintes tangentielles. 


Les coordonnées elliptiques ë et n sont liées aux coordonnées 
r et z par les égalités: 


r=ashEsinn, z=ash£cosn. 


Les courbes n —= const constituent une famille d’hyperboles 
orthogonales aux ellipses Ë — const dont l'axe réel est Oz et l’axe 
imaginaire Or. 

Les courbes Ë — const constituent une famille d'’ellipses homo- 
focales de distance focale 2a et de grand axe coïncidant avec l’axe 
Oz (voir fig. 13; sur fig. 71 c'est l'axe Oz). 

Définissons la fonction 1 sous la forme : 


d = C (2 — 3 ch E + ch° Ë). 


Cette fonction s’annule sur l’axe de l’arbre quand & = 0. Elle 
est constante, par contre, pour Ë = const sur une surface correspon- 
dant à un quelconque ellipsoïde de révolution. 
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Les contraintes sont : 


… 3C sh E 
as sin? n(ch?E— cos? E)1/2° 


Pour n= 1/2, c’est-à-dire sur l'axe Or 


Fig. 72 


Un arbre infini ayant l’aspect d’une des branches d'un hyperbo- 
loïde de révolution à deux nappes est sollicité à la torsion par le 
moment M, appliqué à son sommet (fig. 72). 

Chercher les contraintes tangentielles. 


Définissons la fonction des contraintes sous la forme 
d = C (2 —3 cos n + cos° n), 


où la constante C se détermine d’après la formule (7.21). 
Les contraintes sont : 


TL — 3C sinn . + =0 
8 assh2E(ch?E—costn) 2" 

D Etudier la torsion d'un arbre dont la surface latérale est 
engendrée par la révolution d’un arc d’hyperbole autour de l’axe 
imaginaire de l’arbre ayant la forme d’un hyperboloïde de révolution 
à une nappe (fig. 73). 

Conseil. Définir la fonction des contraintes sous Ja forme: 

Ÿ = C(2— 3 sin n + sin n). 


7.10. Etudier la torsion d’un arbre cylindrique affaibli par une 
cavité en forme d’un ellipsoide de révolution dont le grand axe est 
situé sur l’axe Oz (fig. 74). 
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En adoptant dans la troisième egalité de (7.42) 
n —= 2, A: = Coaf, B;, = 0, C2 = 1, D; = —D, 


on obtient 


= Cri {1 D[FÉÉTÉS À Logthæ |}, (a) 


D = Â 
 chE, (2—35sh"E,) 3 Ep 
—— EsmE 8 the 
La fonction (a) est nulle quand r = 0 et E — E,, c'est-à-dire 


sur l’axe Oz et sur le contour d’une certaine ellipse de la section 


Fig. 73 Fig. 74 


axiale de l'arbre. Quand z — © la fonction tend vers la valeur 
Cri, c'est-à-dire vers la solution d’un arbre cylindrique plein. 
Les contraintes tangentielles sont égales à : 


2Ca sin® nsh°E& { chEë(2—3sh°E) 3 E 
TE = — —————— 1— D [SEE — À Lo h+]}, 
ë (ch? È— cos? n)!/= | 8 shtE 8 8 2 


Ca sin?n sh? 
asin* ns É {4 cthE+ 


Tin — : à 
(ch*®E—cos* 1) 


ch?E+2sh'E 3 ë 
+ D LR +-- cthE Log th + |) . 
Sur le contour curviligne interne pour E=:E, 
CDasin°1n 
Ten si 
ch5 E, (ch? E,—cos* n) 

» Etudier la torsion d’un arbre cylindrique à cavité elliptique 
dont le grand axe est perpendiculaire à l'axe de l'arbre. 

Conseil. Avec le choix de la fonction poser dans la troisième équation (7.44) 

nn = 2, À = Ca, B; = O0, Co = 4, D: = D. 


T; = 0, 
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> Etudier la torsion d’un arbre cylindrique à cavité sphérique 
se disposant sur son axe. 


Conseil. Dans le choix de la fonction 1 poser dans l'équation (7.38) 


n — 2, A = Ca B;: = — Cet, 


CHAPITRE 8 
PROBLÈME D'ORIGINE THERMIQUE 


On suppose que la température varie dans les limites pour lesquel- 
les les coefficients d’élasticité demeurent constants ; lesallongements 
sont proportionnels à la températureet restent les mêmes dans toutes 
les directions et, partant, les déformations angulaires du volume 
élémentaire chauffé sont nulles. On étudiera les processus thermiques 
établis et non établis. 


I. PROCESSUS THERMIQUE ÉTABLI 


On appelle processus thermique établi le processus d’origine 


thermique au cours duquel { = t (x, y, z) est une fonction connue 
des coordonnées. 


Pour déterminer le champ de température stationnaire é — 
= t(x, y, z) on étudie l’équation de conduction thermique [38] 


V°t = 0 
avec les conditions aux limites correspondantes [voir l'équation 
(4.21) et (8.23)]. 


Dans les calculs de constructions édifiées sur un terrain gelé, 


quand k — k(t), l'équation de conduction thermique prend la 
forme ([39]: 


G) gt 9 fr, ôt' 9 fr dt\ 
ae a) a (ra) + (63) 0 
où k est le coefficient de conductibilité thermique de Maxwell, 
voir équation (8.23). 
1. Équations statiques et géométriques 


On les établit sous la forme (1.1a) et (2.1a), (1.1b) et (2.1b), 
(1.1c) et (2.1c) suivant le type d’axes de coordonnées. 
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2. Équations physiques 


Forme directe de loi de Hooke — équation de 
Duhamel-Neumann (1838, 1885) : 


Ex Xe 0(Yyt Zita, eye 


| 

G 

1 

y = lYy—-0(Z:+X;)l+at, e, + 
{ 

e: = RIZ: -0(X;+Y,)] + at, e, = + 


X 
Ye (8-1) 
Z 


X? 


où « est le coefficient thermique de la dilatation linéaire, 1/° C: 
at la dilatation thermique relative. 
Forme inverse de la loi de Hooke: 


Y,=10+ Ge, — Kat, Ÿ,—=Ge,, 


X, — A0 + 2Ge,, — Kat, X, = Gezy, 
| (8.2) 
Z, = À0 + 2Ge,, — Kat, Z, — Ge.., 


où À = 2G + 31= E/(1 — 20) est le module triple de la compres- 
sion cubique (voir problème 1.3). 


3. Équations thermiques de Duhamel-Neumann 
(+0) À +Gyau, Ke -0 À 
(+6) 5 + GVu — Ka=0, | (8.3) 


08 


Les conditions à la surface (1.2) rapportées aux composantes du 
vecteur déplacement w prennent la forme: 


(ae+2c%e)1+c (2 +) m m + 
+G (+) ne Kat, 


G(Se+Se) 14 (10426 PL) m+ 


+ G DE + “ou )r=Katm, 


(+) +0 ( re) m4 
+ (6 +26 De n—=Katn. 


(8.4) 
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Il s'ensuit des équations (8.3) et (8.4) que le problème d'origine 
thermique peut être réduit au problème banal de la théorie de l’élas- 
ticité avec les forces volumiques 


X, Y, Z= grad (—Kat)= — Ko (+, D 3) 


et la pression superficielle normale extérieure 
p = —Kat. 


4. Équations de Beltrami-Mitchell 


vex, + OO. SE + es + 26a m0 


VEY, DES “A + ne V2t + 2Ga © es = 0: 


V2X, x 42050. EC a 0: 
200) , 9°" 
V#Y'; LÉ "oy0z ya +26 a — 0; 
9 2640. 020" 
Vils+ 7 — "020x res d 260 nr = 0, 
où 
=X,+Y,+Z,=K0—3Kat; 
2(14-G) _ 2 2CK _ E 
K 1+o'À+2G  1—0o ° 


9. Résolution des équations de Lamé 
La solution des équations (8.3) est prise sous la forme 
Ur — ul + u£2) : Uy — us + uÿ” ; — ul + u£?, (8.6} 


où u‘D est la solution générale; u‘* la solution particulière. 
La solution générale est prise selon le ch. 4, par exemple, sous 
la forme proposée par Papkovitch (4.27), 


2G(us”,u}", ul)=4(1— 0) Yi.2,3— 


07, Ys7° 
où , est une fonction harmonique quelconque; 
Ÿ = Tr + YŸe + 2Ÿs- 
En posant avec la recherche de la solution particulière 
«2 0F TEL 0F « __ 0F (8.7) 
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-on obtient à partir des équations (8.3) pour la fonction F l'équation 
de Poisson: 


__ Ka __ {+0 
Ve L — - œl, (8.8) 


d'où 
t(E, n, £) dV 
F TZ, , FA — ER? 8.9 
une an5 | Ve +omennr (09) 
où £, 1, & sont les coordonnées du volume élémentaire dV ; V étant 
le volume de tout le corps. 


Les conditions aux limites (8.4) sont: 


(ao +26 14 (TE E)m+ 
ef) 


G (+ Qu } 2+ (age + 26 2% Qui 7 m+ 


+6(+ DRE 267 (2): 


ow 

duib aug du: ou; 
G( 0x + oz }1+ | y +: Oz \m+ 
Of 


(0 ° F 
+ (a0c +26 2) n= en 26 RTE). | 


6. Déformation plane 


Conditions principales: 


du. du: Qu; 1 
ae og Dog 0 | 
U,=uU,(x,y), Uy=Uy(T, y), u. = az, 
| x ( y), uy A y) 2x à (8.11) 
X.=Y,=0, 72, = To (Xe—Xy)— 5 (a — at), | 
Xi ZX, (x, y), Yy= Yy(z; UE Xy=À, (z, y). ) 
Equations Care 
2Xz Des 
Xe LU TE = 0, Lo = 0, (8.12) 


Equation de continuité des déformations 


V2(X,+Y,)+ Te va 0. (8.13) 
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En intégrant les équations (8.12) et (8.13), on obtient les contrain- 
tes : 
x = PU-D, y AUD. 


82 (U—T) 
Op Ày= 


ÿ EE ’ HT  _ ozdy 


(8.14) 


où U est la fonction qui satisfait à l'équation biharmonique 


V'V°U = 0; (8.15) 
T la fonction satisfaisant à l'équation de Poisson 
o 2GK 
VIT = = di (8.16) 


Pour déterminer les déplacements il faut intégrer les équations 
48.1) compte tenu de (8.11): 
26 (1+G) = TIC x À y, GKai— Ga, 


ou, 
26 (A+ G) = = y, À X,+GKat— Ga; 


en intégrant, il vient: 


2G(1+C)u, = EE veu ax — a+c20 0 


— ÀGazx + f; (y), | 8.17 
1-1 26 , su—T { (19) 
26 (à+G)uy = | VEU dy — (A+ GEI — 
Gay + je (x), 
Où #1 (9) = Ay + B, fa (x) = —Ax + C sont des fonctions corres- 


pondant au déplacement du corps solide. 
Avec la résolution du problème en coordonnées polaires les for- 
mules (8.14) se transforment ainsi: 


… 1 o(U—T) G(U—T) 
= ON LE. ATE , | 
d(U—T | 
Be = 07 ; (8.18) 
_p. = 1%[1,20U—7) 
Rs Br = |- 08 |: } 
tandis que l'équation (8.16) devient 
OT 4 «T 14 GT  2GKat 
Tr or tre Ra (8:19) 


Les composantes du déplacement se déterminent à partir des 
équations : 


2G (A+ G) P _ ns 


R :— + B5+ GKat — ÀGa ; 


2G (A +6) (+ Le + ») = Hp, À R,+GKat—ÀGa. 


En intégrant ces équations on obtient en définitive: 


2G(A+G)u, — EE | veu dr— (+6) 200; 


— À Gar + F,(B); 
O4 OM Æ | [veu ar ap — (8.20) 
FE (vua+a+e2[r | CD ]+ 


C4atoRe, [up (rar A0) j 


F, (B) = A sinf + Bcosf$; F, (r) = Cr + À 


sont des fonctions correspondant au déplacement du corps solide. 


7. État plan de contrainte 
Conditions principales 
Z:=X,; =Y, =0, 
Xx = X,(z y), Yi =, (2 y), Xy = À y (&, y). 


Les formules (8.14) et (8.15) restent inchangées, tandis que l’équa- 
tion (8.16) prend la forme 


| (8.21) 


GKa 


VèT = A+ G 


lt — Lo. (8.22) 


Pour déterminer les déplacements il faut intégrer les équations 
(8.1) compte tenu de (8.21). 


IL PROCESSUS THERMIQUE NON ÉTABLI 


On appelle processus non établi un processus pour lequel { = 
= (x, y, z, T) est une fonction inconnue de la position du point 
et du temps +. 

Pour déterminer les températures on étudie en complément l'équa- 
tion de conduction thermique 


W ot 
XV?! + D — FR (8.23) 
où = ( =) est le coefficient de conductibilité thermique; 
k (< se ) le coefficient de conductibilité thermique de Maxwell] ; 
cal 


) la conductibilité spécifique; 
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2 

? = ( — )la densité; W (= cal: T ) la quantité de chaleur dégagée 
par unité de volume dans l'unité de temps par la source de chaleur 
située à l’intérieur du volume élémentaire dy. 

L'équation (8.23) est intégrée, compte tenu des conditions variées 
à la surface. Lors de la résolution des problèmes on se heurte le 
plus souvent aux cas suivants: 

1. La température à la surface est une fonction donnée des cor- 
données et du temps. 

2. Le flux de chaleur au travers de la surface du corps est nul, 
c'est-à-dire en tous les points de la surface de normale v 


ot 
D — 0, (8.24) 


3. Le flux de chaleur au travers de la surface du corps est une 
fonction donnée des coordonnées et du temps. 

4. Un rayonnement émane de la surface. Si le flux de chaleur 
au travers de la'surface est proportionnel à la différence des tempé- 
ratures à la limite du corps (t) et le milieu environnant (£,), c'est-à- 
dire est défini par l'expression 


H (t — t,), 


où }H est le coefficient de transmission de la chaleur, les conditions 
aux limites prennent la forme: 


k + H(t—t) 0. (8.25) 


5. À la limite de deux couches 
de ee. . 
k4 — = ko 


Problèmes 


8.1. Déterminer les contraintes dans un long tuyau (déformation 
plane) de rayon extérieur b et intérieur a échauffé symétriquement 
{t = t (r)]l. 


Selon les formules (8.18), 


, R5=B,=0, B= UE (a) 


soit 


173 


T=Co+CiLogr+ | © | tr dr. 


La fonction U doit être prise sous la forme 
U = C, Log r + Car*. 


Selon les formules (a) les contraintes seront égales à: 
C 1 
Re= EEE +207 | tir dr ; 
C 


Ca—Ci 


r4 


Bp=— — +204 | trdr—n. 


Les constantes arbitraires (C: — C,) et C4 se déterminent des 
conditions: pour 
r=, R,=0, 
d'où 


b 
| 
Css | tr dr 
a 
b 


Co—C = +1 [ be lir dr — a° | tir dr |. 


bL°— a 
La contrainte Z, se détermine d’après la formule (8.11), vu que 
X x + Yy — À, -- B 8 


Pour un tuyau très court (état de contrainte plan) f, varie de t, 
en vertu de la formule (8.22). 

8.2. Problème de Gadoline (1858) [401]. 

Déterminer les contraintes dans un long cylindre composé de 
deux tuyaux en matériau différent engagés l’un dans l’autre (fig. 75)- 


Ce 


Ææ 


À 


Gr, À y 


Fig. 795 


La température du cylindre t := t (r), c'est-à-dire qu'elle est symé- 
trique par rapport à l’axe passant par le centre. Le contact entre 
les tuyaux n’est pas perturbé. 
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Notons X la pression entre les tuyaux au cours de l’échauf fement. 
La valeur de X se détermine à partir des conditions selon les- 
quelles le déplacement des points du rayon extérieur du tuyau inté- 
rieur u‘? et du rayon intérieur du tuyau extérieur u‘% est le même. 
Selon les formules (8.20) et le problème 6.1 les déplacements 


des tuyaux en direction du rayon seront égaux à: 


ri Ç trdr—rà ir dr l r | 
(( 0 
LOUP = — + tr dr + 
LS [ dr— 
Fr JT 


À + 26: r ris _ 1). 
—X (SE r+ ) : 


ri —r$ Tir 7 


Te Ta 
ra | tr dr—r$ \ trdr 
0 


(2) U 1 
2Guf? — TE + = fer dr + 
0 
G à 
or 
MALE TIGE | rar + 
Ào + 2Ga ri rèrè 1 
RAR Er 7) 


Les équations (a) peuvent être récrites sous une forme plus concise : 

2Gur = pr) — Xi (r); 2Gaur = par) + Xe (r),  (b) 
où les valeurs æ; et w, s’explicitent de la confrontation des équa- 
tions (a) et (b). 

Donc, puisque pour r = re, u‘L —u‘, on a 


> __ GrP1 (re) — GiPo (To) 
À = Ga (re) — Gao (re) (c) 
8.3. Déterminer les contraintes dans un long tuyau échauffé 
de façon asymétrique et dont le rayon intérieur est a et le rayon 
extérieur b. La température dans le tuyau s'exprime à l’aide de la 
fonction connue t = t(r,f). 


Etant donné que l'on étudie le cas d’une déformation plane, 
il faut appliquer les formules (8.18). La fonction 7 sera calculée 
à partir des équations (8.19) 


-V°T =t,(r, B), (a) 


br, BR tr 8). 
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Développons la fonction #, (r, B) en série trigonométrique 


tir, B=gt)+ À Ign(rcosnf+ vs (r)sinnfl,  (b 


prtr)=+ [t(r, Bhcosnp.dB; 


Wi=r [tir Bsinnp-dB. 


Le terme œ, (r) sera exclu de la discussion, car cette solution 
est donnée au problème 8.1. 
La fonction 7 sera recherchée sous la forme de Ia série 


O0 


T= À La (rcosnB+gn (r)sin rl. (c) 


En reportant les expressions (b) et (c) dans l'équation (a), on 
obtient pour les fonctions inconnues f, (r) et g, (r) les! équations 
suivantes : 


Fa Cr) +2 fa (7) — LE fa (7) = Pa (r) : 
(d) 


ga (r) EE ga (7) — gr (7) = (N). 


Vu que les équations (d) sont euleriennes, en introduisant une 
nouvelle variable z = Log r (r = &), on obtient l'équation (d) sous 
la forme 


În (2) — n (2) — €“ Pn (e°) — On (2). (e) 
La solution générale de (e) sera 
În () = ane + be". 


La solution particulière se détermine par la méthode de variation 
des constantes arbitraires a, et b, (voir problème 3.3). 
En définitive, on obtient pour f, (2): 


eZ eZ 
fn (z)= ae" +b,e-nz+ — | e—"2@, (2) da | eñt@, (z) az, (f) 
Rn In 


où k, et !, sont des nombres choisis arbitrairement. 
Pour g, (z), après une substitution adéquate de la fonction 
©, (z) sur la base de l'équation (e), on obtient une expression ana- 
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logue. Une fois rapportée l’expression (f) dans la formule (c) on revient 
à la variable r, et on obtient: 


FT 


T = S É | r-n+ip, (r)dr—— | rn+ip, (r) dr | cos nf + 


Ni 
oo dE IE r-n+ ip, (r) dr—— Î rn+ ip, (r) dr | sin n$. 
in 


Les termes de la solution générale entrent dans l'expression de 
la fonction U. 

La fonction biharmonique U, selon (6.13), est prise sous la 
forme 


U = [ (Bart + Cart + Dir Logr)o8 — 2 ps | + 


+ È (4,r"+B, rn+24Cort+ D, r-n+2)5inn 8. 
On détermine d’après les formules (8.18) les contraintes, et l’on 


retrouve les constantes arbitraires de la solution générale sur la 
base des conditions: pour r — £R, — B, = (. 


À 


Fig. 70 ° 
8.4. Déterminer l’état de contrainte dans un barrage triangulaire 


infini sous l’action de la température {, = 2 PR (B) (fig. 76). 
hk == 


De l’équation (8.19), on tire 


k 
= S' 
T= 2 
R=0 


B 
; [ sin (k+2) | pu (B) cos (k +2) B dB — 
0 


B n 
— cos(k+2)p | Pr (B) sin (&+2)B48]= 5 > __ 5 Eh (B). 


Lim ( 


La fonction Ü selon les formules (6.13) est prise sous la forme: 


U =r2(4, cos 28 + B, sin 2B + C, + D,B) + 
+ 2 rk+2[4, cos (k + 2) B + B, sin (k+ 2) B+C, cos kB + D, sin kB]. 


Ensuite, sur la base des formules (8.18) on détermine les con- 
traintes : 


R, = 203 + 2D,$ — 24, cos 2B, sin 28 — g, (B) + 
+2ù r(k+1)1—(k+ 2) As cos (k+ 2) B—(k+ 2) B, sin (k+ 2) + 
+ (2— 4) OC cos kB + (2— #4) D, sin Àf + gx (B)], 
Be = 2C3+ 2D.B + 24, cos 28 — 2B, sin 28 — g9 (B)+ 
+ JS (k+1)(k+92)rt [Au cos (4 + 2) B + Ba sin (k+2)B+ 
lus | 


+ C, cos kj + D, sin pH | , 


Rs=B,= — D,+ 24, sin 28+2B, cos 28 ++ g°(B)+ 


+ D (&+1)r% [ (42) Au sin (44 2) B—(k+ 2) Ba cos (k+ 2) B + 


R= 1 


+kC, sin kB — kD, cosB k + sh (6) — |: 


Les constantes arbitraires se déterminent sur la base des condi- 
tions aux limites: pour f=0et Bf=axR;=8B 

Dans la publication de G. Maslov sont étudiés Les cas où la tem- 
pérature varie en vertu des lois suivantes: 


n 


t = p(B), t= À r'qu (B), b= Ù tp (P), t=rp(B), 


et l’on y fournit les diagrammes de variation des contraintes. 

8.5. Déterminer l’état de contrainte dans une sphère creuse dont 
le rayon intérieur est a et le rayon extérieur b, soumise à l’action 
de la température { = t (r). 


En vertu des conditions de symétrie polaire, il ressort de façon 
évidente, que seul se manifeste le déplacement u, — u, (r). Selon 
les équations (8.3) et (3.3b), il vient 


48 __ _d_ 4 (Ér+) = Ka +. 
dr “dr \'dr r 


La solution générale de cette équation est: 


A partir des équations (8.2), on obtient en coordonnées polaires : 


dur … Co 
Re = 0 + 26 PE — Kat = KC,—4G<E— 


r 
— {GRO —+ | r2t dr; 
pl 


A+2G rs 
u ; C. (a) 
Bi = A4 = 0+2G—— Kat = KC; +26 + 
2GKa 1(, 2GKot 
He | td | 
0 . 
En vertu des conditions aux limites du problème r =? À, = 0, 
il vient: 
L 
4Ga \ r°t dr 
Cy= 7° — 
(A + 2G) (05 — ai)? 
hr 


a 

Kœ af o 9 

Cl jriar— | rät dr |. 
a 0 


Les équations (a) deviennent en définitive: 


b r 

___ 4GKa r3 — aÿ 2 1 \ 2 k 

Re er \r tdr—— rit dr |; 
a 


a 


Band = Re ft (ur (rardr]. 


A +2G | (b3—as)rs 
Quant à l'équation (b) elle sera: 


h r 
1. e 3 2 d 
a 


= | rar 


Pour une sphère pleine on obtiendra la solution en posant C, — 
= a = (. 

8.6. Déterminer les contraintes dans un corps de révolution 
cylindrique dues à t — t (2, r), pour lequel l’axe z coïncide avec 
l'axe de rotation. 
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Dans ce cas, en absence de forces volumiques, on calcule les 
contraintes d’après les formules de la déformation asymétrique 
(problème 4.1), pour des corps dont la surface est sollicitée par une 
pression normale Kat d'intensité variant le long de l'axe du corps 
et en présence de forces fictives dues à la masse (8.3). 


En posant 
oU 
272 ——— 
VV N = 0 
et 
oT 26Ka 
Vi = t (2, r)=ti(z, r), 
où 
d? ... | 4 .…. 0° ..… 
2 = ——_— Re —— + —— 
V (-..)= ôr? r ôr 02 ? 


on obtient les contraintes d'après les formules : 


R,= (veu — LD ver |; 


8: \2(+6) Grè 
Be [nes V0 Se vET |; a 
2-2 qu — AUD ver |: 
R,=27, = veu — AU *). 
dans ce cas 
F0 Te = — Os D =1—0. 


Les équations (a) vérifient les équations d'équilibre (8.3) et les 
équations de Beltrami-Mitchell [équations (8.5), voir problème 3.1]. 
La fonction U est choisie sous l’une des formes vérifiant l’équa- 


tion biharmonique 
(astro) 0-0. œ 
Donnons quelques solutions particulières de l'équation (b): 
UE, = Ÿ RE, 


où fx (r) est une fonction de r (problème 4.1); 
U (z,r) = (C1 + Coz + Caz° + Ciz) Log r; 
U (z,:r)=C(" + 2%), 


*) Les formules (a) se déduisent de la solution générale des équations inho- 
mogènes (8.3) en coordonnées cylindriques. 
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où nr — —1/2, 1, 1/2; 
U (z,r) =C (r + z°)"z, 
où n — —3/2, —1/2,.1; 


U (z, r) = C Ler2+22)757 2 (r+ 2) 7) 


etc. (voir Eléments de théorie de l'élasticité [41]). 
Les constantes arbitraires de la solution se déterminent à partir 
des conditions aux limites à la surface du corps: 


Z,=R, = —Kat, Z, = 0. 


8.7. Voir monographie [40]. | 
Déterminer l’état de contrainte dans un demi-plan z>0 engen- 


dré par une température irrégulière t, (x, y) — en t (x, y) (fig. 77). 


Pour résoudre le problème on définit les fonctions #,, T et U 
sous la forme d'intégrales de Fourier. Comme il est connu, la fonc- 


V 


TZ 
Fig. 77 
tion f (x, y), définie dans un domaine infini, peut être représentée 


sous forme d'intégrale de Fourier si cette fonction satisfait à la 
condition de Dirichlet et, en outre, à la condition 


( ( |{(x, y)|dzx dy — À, 


où À est une grandeur finie. 
Si la fonction! (x, y) satisfait aux conditions mentionnées et est 
absolument intégrable, alors 


L (z, y) = 
n oO © O0 C0 . 
=+| ] dede, | | L (E, m) cos œ (E— 2) cos a (n—y)dEdn. 
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La fonction 7 qui satisfait à l'équation de Poisson prend la forme 


T (x, p=-+(( te Tai tai X 
0 0 


X [os (x, a, @) cos y + ©: (x, &, &) sin &y] da, do, 


O0 


O1 (ZT, &y, Go) = | | t(Ë, n)cos a, (E— x) cos «1 dn dË; 


Où O6 


w(z, a a)= | | 4, meosm(E—z)sinændnds. 


— 00 —00 


La fonction Ü est prise sous la forme: 


Pi: (TZ, Ga, @) cos œoy +2 (x, 1, 2) sin æ&y] das dæ, 
0 


où 
Ya (2e Gus Ge) — (A1 + Pix) ex; 
Ÿo (x, is 2) —= (4: + B;x) ex, 


Les contraintes selon les formules (8.14) seront égales à: 


1 Oo . | 
X x — TE | | (en {v. (Z, @1, @2) cos @oy + V2 (7, &s, @2) Sin @2y + 
0 0 
+ RE lo: (z, @, @2) COS &:y + W2(Z, &, @) Sin &y| } das das ; 
; ] oo 00 | } 
ù = | | {4 (x, &, @) cos œy +, (Tr, @, G2) + Sin œoy + 
ù 
1 ” ” . 
+ Ta lo: (x, @, @,)cosœy + &,(z, &, @)sin æyl] \ da, da ; 
! QD © | 
Xp —— | Œ {—v (Z, @i, @2) Sin &y +, (T1 Mi, @e) COS Goy + 
0 0 


+ gr lois, @ ae) sin œy +0 (2, œ, @e)cos œy] } das, dus. 
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À partir des conditions aux limites pour x—0, Y,—0, X,—=0, 
on obtient: 


___0,(0. æ, &) , __ &e(0, Œis Ge) , 
HET pe 6 À ra 
B.=— O1 (0, Gi Go) + os (0. AG, Go) 

1 ai + a 
B. = &g (0, Gi, Lo) + Œoe (0, y, Lo) 
2 DS 


Sur la base de l’algorithme fourni on obtient la solution générale 
du problème, toutefois, les calculs sont très laborieux, car ils exigent 
des intégrations des fonctions compliquées. 

8.8. Voir monographie [38], ch. VIII, $ 2. 

Déterminer les contraintes dans un demi-espace z:>0 considé- 
rant qu'il existe sur la surface une source ponctuelle de chaleur de 
puissance W,,. 


d 


On place l’origine des coordonnées à la source ponctuelle de 
chaleur. L'expression analytique du champ des températures en- 
gendré par cette source dans le corps et remplissant tout l’espace 
sera déterminée en résolvant l’équation (8.23) sous la forme (8.9): 


t = Wyl(änkR), (a) 


R — 
XPC: 

La température du champ (a) peut s'appliquer au cas d’un demi- 
espace si l’on admet que la surface limitant le demi-espace (z = 0) 
est isolée thermiquement de façon parfaite. En effet, le gradient 
de température 


0 Vr+ 2; W, la puissance! de la source de chaleur ; 4 — 


Il 


pour z == O est nul, c'est-à-dire que le flux de chaleur dirigé nor- 
malement à la surface du demi-espace s’annule. 

Pour trouver l’état de contrainte profitons du potentiel thermo- 
élastique des déplacements F de l’équation (8.8). 
, Pour le problème considéré l’équation (8.8) sera prise sous la 
orme : 


op € _1+0 aWy 
Ve, Où CE (b) 


L'intégrale particulière de l’équation (b) sera l'expression 
ec 
F = R, 


183 


ce qui se vérifie aisément compte tenu des égalités: 


OR _z OR _ r 
0 R°' dr R' 


Les contraintes se déterminent d'après les formules: 


R 


R,=26 (55 — VF) = (+), 

Z,=26 (5 -vr)=eG (+), | 

By= 26 (2. yr)= 0€ (c) 
R=Z 2 = 5 


Toutes les contraintes pour À — œ deviennent nulles. A la 
surface quand z — 0 R, — 0, mais il reste la contrainte normale 


Z, — —cG/r. 

Pour éliminer cette contrainte superposons à la solution obtenue 
un second champ des contraintes défini par la fonction des déplace- 
ments de Love [4] prise sous la forme: 


p = À I Log (R + 2) + Rz] + B [7° Log (R + 2) — R2], 


où À et B représentent pour l'instant des constantes arbitraires. 


Les tensions du second champ se déterminent d’après les formu- 
les : 


RTS 7 (ovep— me )= 
PRET) 
LR [0-0 ve E 
= +. + [(3- 26 + +) (24+8)—28 |; o 
By= - [or — 
26 


F [er 004 +0 +R |: 


— 20 
= 5 2G 
R=b=.zr a fu-ove— = = 


2G r 2(1—0) 
7 RTE ++ | CA+B)—— 


— 1—260 R 
Les constantes d'intégration À et B seront déterminées d’après 
les conditions: pour z = 0 et, partant, pour R =r 


Z.=2,+2,-0,R, =R,+R.=0. 
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En explicitant ces dernières égalités, il vient: 
(3 — 20) (24 + B) — 2B — (1 — 20) c/2 = 0, 
2 (1 — ©) (24 + B) — 2B = 0, 
d’où 
24 + B =({—0)c/2; B = (1 — o) (1 — 20) c/2. 


Maintenant selon les formules (d), on obtient: 


(TR Fer 


3 cG 
BR |R— (1 — 20) z]; R, = Z2,= 0cG RS ? 


et additionnant en fin de compte les deux champs des contraintes (c)} 
et (e), on a: 


R,=—2(1—0) —— = : 
Bs=2(1—0)c6 (+), (£) 


Z.=0,R, =2Z, =0. 


Les déplacements se déterminent d’après les formules: 


Ur ts ro UF » 
ue = + (24 —0)ve SE ]=c(1—0)Log(R+2). (8) 


I1 s'ensuit de l'expression (g) que le déplacement u, reste limité: 
à l'infini, tandis que le déplacement uv, s’accroît indéfiniment. 
A l’origine des coordonnées (à la source de chaleur) les deux dépla- 
cements présentent une singularité. 

D En dérivant les expressions (f) et (g) par rapport à z on peut 
obtenir le champ des contraintes et des déplacements dans le demi- 
espace soumis à l’action du dipôle thermique placé à l’origine des- 
coordonnées (source et déversoir), dont l’axe coïncide avec l’axe z. 

8.9. La température initiale d’une sphère de rayon a possède 
une symétrie polaire et est définie par la fonction f (r). A la surface 
de la sphère la température est maintenue à 0°. 

Déterminer la température d’un point quelconque à l’intérieur 
de la sphère pour t > (. 


L'équation de conduction thermique (8.23) prend pour ce cas- 
la forme : 


ot 2 ôt ôt 
gra +: or )=<— OT * 
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Posant 


t = v/r, 


où 
U—=v(r,t) 
on obtient l'équation 
GT ni 2 (a) 


au cas où les conditions aux limites sont : 


v (0, t) = 0, v (a, +) = 0, (b) 
æt la condition initiale: 
v (r, 0) = f (r). (c) 


En résolvant l'équation (a), compte tenu des expressions (b) et 
{c), il vient 


9 9 ninix ’ a 
t(rT)=— > e ‘“? sin — | rf(r) sin — dr. 
n=-{ 0 


Ensuite, pour le cas thermostatique, on peut se référer au cas 
du problème (8.5), pour le cas thermodynamique au cas du problè- 
me (10.6) compte tenu, en plus de la température, de la force d'iner- 
tie. 

La température initiale de la sphère de rayon a et du milieu 
environnant est 0°. A partir de l’instant t — 0 la température du 
milieu environnant s'accroît linéairement dans le temps, de sorte 
que t — bTt, où b est une constante. L'’échange de chaleur avec le 
milieu s'effectue suivant la loi de Newton [équation (8.25)]. 

Chercher la distribution des températures à l’intérieur de la 
‘sphère en admettant que le problème est de symétrie polaire. 

8.10. Un cylindre de rayon a et de longueur !, de température 
1 = f(r, z) est placé à l'instant t — 0 dans un milieu de tempéra- 
ture 0°. L’échange de chaleur avec le milieu environnant au travers 
Ja surface latérale et les bases du cylindre s'effectue suivant la loi 
de Newton. 

Chercher la distribution des températures au sein du cylindre 
à tout moment du temps. 


L'équation de conduction thermique (8.23) en coordonnées cylin- 
driques et avec symétrie axiale prend la forme: 


2 (+ +) = (2) 
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Les conditions aux limites, selon l'équation (8.25), seront défi- 
nies sous la forme: 


KT —Htho=0, k + Htlsn=0, 
at (b) 
k= + Ht},_. =0, 1 (0,2, T) Lo, 


la condition initiale est : 
t(r, z, 0) = f (r, 2). (c) 


En intégrant l'équation (a), compte tenu des expressions (b) 
et (c), il vient 


1(r,2,7T)= 


(a) 
r Vni . ART) T 
D An do( bu —) (co 7 so) 2 LS , 


v 
k,n=1 
où 
l a 
AURV? 
A = ner | r r, Z 
an la? (uÿ + Hia)[p (p-+2)+ vi] d'a f(r,2) X 
Uzr 


x Jo | 


(cos ni L sin + EE) de dr; 


a 


u, étant les racines positives de l'équation 
uJ, (u) + HaJ, (u) = 0; 
v, les racines positives de l’équation 
2tg v = v/p —p/v. 


Une grande information sur l'application des fonctions de Bessel 
aux problèmes de la théorie de l’élasticité et de la conduction ther- 
mique peut être puisée dans la monographie [42]. 


CHAPITRE 9 
PROBLÈME DE HERTZ 


Les problèmes de Hertz sont en rapport avec la recherche d'états 
de contrainte et de déformation dans la zone de contact de deux 


Corps. 

Outre les relations générales de la théorie de l'élasticité on 
utilise largement, lors de la résolution des problèmes de Hertz, 
les formules données ci-dessous. 
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I. ACTION DE MATRICES SUR UN DEMI-PLAN ÉLASTIQUE 


Lors de l’étude de l’action sur un demi-plan élastique (y > Ü} 
d’un corps parfaitement rigide servant de matrice dans des condi- 
tions d’une déformation plane, on se sert de la formule de Flaman 
(problème 6.4), fig. 78: 


a (m0)= — TP Log EL 
—CDE )P Log|z|+cC, 
u, (x, 0),=0 = état p (9.1) 


Si la force P est appliquée à la matrice présentant une base plate 
à excentricité e, l’épure des déplacements verticaux des points 


Fig. 78 Fig. 79 


de la base aura alors la forme trapézoïdale définie par l’expression 


u, (x, 0) = À + Bx (9.2) 
(fig. 79). 
L'équation d'équilibre a la forme: 


[r@aæ=r, ([p(ŒEdt=Pe. (9.3) 


En négligeant les frottements le long de la base de la matrice, on 
obtient pour la détermination des contraintes normales suivant 
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la base les conditions suivantes: 
pour y =0, X, = 0, 
pour y =0 et a Lr<a, 


00) 


y (2, 0)= — fre Log Iz—E |dé=4+Bz°), (9.4) 


pour y=0 et —a >zx>a, p (x) = (. 

Si la base de la matrice est limitée par la courbe y, = —f, (2), 
la pression p (x) sur le tronçon donné de contact —a<z< a s’ob- 
tient en résolvant l’équation intégrale 


[ P) Log 11—z/] + f(x)=C, (9.5) 


Où 


f(x) = —yi(x)/8, ÔÊ = nE/[2 (1 —02)]. 


La solution de l'équation (9.5) donnée par I. Chtaerman prend la 
forme 


a 
À, —— j' @) d& | 
p(x)= —-57Va—zx? Va Er (9.6) 
à la condition que 
a 
f' (E) dE 
= — 0 (9.7) 


exprimant l'absence dans p (x) d’autres singularités que celle du 
type logarithmique. 

Au cours de l’étude du problème de l’action de la matrice sur 
un demi-plan élastique I. Chtaerman proposa un nouveau modèle 
théorique de la base, qui constitue une généralisation du modèle 
de Winkler-Fuss de la théorie de l’élasticité, se traduisant par 
l’adjonction aux déplacements de la formule (9.4) de déplacements 
complémentaires engendrés par des déformations locales de la 
surface de base suivant la loi de Winkler. 

De la sorte que 


20 | Pt) Log |z—E] dt À + Br. (9.8) 


— a 


(x, 0) = p(x)— 


Dans le cas considéré la distribution des contraintes p (x) sui- 
vant la base de la matrice se ramène à la résolution de l'équation 


*) La constante C de la formule (9.1) est incluse dans À. 
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intégrale de Fredholm de deuxième ordre: 
p(z)—à | p(E)LogIz—t] = 4+Bz, 


où À = 2(1—0?)k 
| nE 
la base élastique. 
La solution de l’équation (9.8) est donnée par Chtaerman. L'étude 
du modèle théorique montre que les contraintes limites sont des 
grandeurs finies. Pour À — œ, l’équation (9.8) se transforme en 
l'équation (9.4); pour £ — , on aboutit à la méthode du facteur 
de déformabilité de la base élastique ou méthode de Winkler utilisée 
largement dans le calcul des poutres élastiques et des matrices 
(fondations parfaitement rigides). 


: k (g/cm*) étant le facteur de déformabilité de 


II. ACTION DE MATRICES SUR UN DEMI-ESPACE ÉLASTIQUE 


Dans l'étude de l’action de matrice sur un demi-espace élastique 
(2 0), on utilise les formules de Boussinesq (problème 4.3): pour 
z=0et R = r (voir fig. 22) 


1—6)P (1—0°) P 
MR = Gr. (9-9) 
1— 29) P (1-: a) (1—20)P n 
ur (eg 0e Ge EE (0.97) 


Si la force P est appliquée à la matrice présentant une base 
plate avec des excentricités e, et e, par rapport aux axes y et x, 
l’épure des déplacements verticaux des points de la base doit être 
limitée par le plan 


u. (x, y, 0) = À + Bz + Cy. (9.10) 


Les équations d'équilibre ont la forme: 
[ [PC n) en P, 
F 
[ [PC m)tdtan= Pe,= M, (9.11) 
F 


| TPE mnétèn-Pe, = M, 
F 


où / est l’aire de la base de la matrice. 
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En négligeant les frottements le long de la base de la matrice. 
on obtient pour la détermination des contraintes normales suivant 
la base les conditions ci-dessous : 
pour z=0, À. —Y.— 0, 
pour z = Ü dans les limites de l'aire (zone) F, 


1 — 0° p (ë, n) dédn ° 
ñÈ |] Le — 8} + (y —n)21"/ 


pour z = O0 à l’extérieur de l’aire F, p (x, y) = 0, où À, B, C 
sont les coefficients déterminant la position du plan de base de la 
matrice dans la déformation. 

Les solutions fermées du problème ainsi posé ne se présentent 
que pour les cas où l’aire de la base dela matriceest limitée par une 
ellipse ou un cercle (problème 9.3). 

Pour tenir compte des pressions aussi bien normales p (x, y) -— 
— Z, (x, y, 0) que tangentielles £, (x, y) == À: (x, y, Ojett, (x, y) = 
= Ÿ, (x, y, 0) suivant le plan de contact de la matrice avec le demi- 
espace, il est nécessaire de recourir aux solutions générales des 
équations de Lamé (4.23)-(4.31), voir problème 9.7. 


III. CONTACT DE DEUX CORPS ÉLASTIQUES 


Au cas de contact de deux corps élastiques limités par les sur- 
faces z, — f, (x, y) et 2: == fa (x, y), on utilise les équations intégra- 
les permettant de déterminer les pressions p (£, n) à l'endroit de 
contact [43]: 


Ô — fi (x, y) + Ja (x, y) = —u (x, y, 0) + ui (x, y, 0) — 
__{ fi—oi 41—0i p (&, n) dé dn 
TE 


(c—E)+ (un) | 


où Ô est le rapprochement d’axes des corps élastiques sollicité à la 
compression à l'endroit de contact ; F est l’aire decontact ; u@) (x, y, 0) 
les déplacements élastiques des points À; des corps (problème 9.1) 
calculés suivant les formules (9.12). 


Problèmes 


9.1. Problème de Ilertz (1881). 
Etudier l’état de contrainte de deux longs cylindres en contact 
dont les axes sont parallèles, et qui sont serrés l’un contre l’autre 


suivant la longueur par des forces uniformément réparties d’inten- 
sité p. 
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Soient deux poins À, et 4, à la surface des cylindres situés à la 
distance x du plan passant par les axes de ces derniers (fig. 80,a). 
Avant la déformation la distance entre ces points est égale à 


Yi + Ye © TU(2R;) + /(2R:) = Pr, 
où 


B = 1/(2R;) + 1/CR.) = (R1 + R:)/C2R:Ro). 


Sous la charge p les cylindres se compriment à l’endroit de con- 
4act en constituant le plan de contact en forme de bande droite de 


Fig. 80 


dargeur 2a, les axes des cylindres se rapprochant de la grandeur Ô 
(fig. 80, b). 
Si a>E£ les points À, et À, se confondront et 


D — — fr? 
Ô —uÿ —uÿ = y, + ya = Pr, 
soit 
up + uÿ = Ô — fr 
v V , 


où uy est la projection verticale du déplacement du point À; 
uy' de celui du point 4. 

Si la largeur du plan de contact est petite devant le rayon des 
<ylindres, chacun d'eux peut être assimilé de façon approchée 
à un demi-plan élastique et les déplacements u}” et uj” peuvent 
être calculés en utilisant la formule (9.1). 

En supposant la pression sur l'aire de contact variable, il vient 


[Pr E&=p. 
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Sous l'action de la charge p (£) sollicitant la bande de largeur 
dE le point À, (fig. 80,c) se déplace dans le sens vertical de la gran- 
deur (9.1) 


du = — PO D (E) dE Log ES — EU D (E) dE = 


20e tie pate 5) — Log À, ]PE dé; 


le déplacement total est égal à 
m 24—0) f | ï 
= D À ((E) Logiz—61d+| 37 — Los Ri]»). 


et, de façon analogue, on obtient u}” en substituant l'indice 2 à 
l'indice 1. 
En additionnant u} et uÿ”, il vient 


(= +=) ) [P&) Log|z—E|dë=fr?+0C, 


où par C est désignée la somme des termes indépendant de zx. 
Par dérivation en zx et exclusion du secteur d'intégration 
Z—E << <z+e, quand &, et e. tendent vers zéro, tandis que 
lim (&./e,) — 1 et l'expression sous le signe somme pour È = z 
tend vers l'infini, l'équation intégrale peut être mise sous la forme : 


+ (A +55) ( — dE = Pr. (a) 


—a 


En résolvant l’équation (a) Hertz a trouvé que 


p(z)=<V &# x, 


__ . __- 4pR.R 1— 02 , 1— 05 
Pan 2pl(na)s eV RER) (ES TS) - 


La contrainte de compression maximale Pmax Se manifestera 
au milieu de la bande de contact. 

9.2. Problème de Hertz (1881). 

Examiner les déformations et les contraintes dans la zone de 
contact de deux sphères serrées l’une contre l’autre par les forces 2. 
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Soient deux points 4, et À, sur les surfaces des sphères, situés 
à la distance p de l’axe z passant par les centres des sphères (fig. 81,a). 
Avant la déformation la distance entre ces points est: 


Ca + Le = P*/(2R:) + p°/(2R:) = Bp°, 
B = 1/(2R:) + 1/(2R2) = (Ri + R:)/(2RiRo). 


Sous l’action de la charge P les sphères se compriment à l’endroit 
de contact en constituant une aire de contact en forme de cercle 
de rayon a, les centres des sphères se rapprochant de la grandeur ô. 


« 


ou 


Fig. 81 


Si a>p les points À, et A,51 confondront et l'on aura (pro- 
blème 9.1) 


ug + ui = Ô—fp?, (a) 


où u!” et u£” sont les projections verticales des déplacements des 
points À, et 42. 

En assimilant approximativement les sphères à des demi-espaces 
élastiques, on peut trouver les projections verticales des déplace- 
ments d’après la formule (9.9): 


À __ 9° 
PRÉC 
* F E; s 


où p (r) est la pression à la distance r de l'axe z pour laquelle 


{f p(r)dF=P; 
F 


s la distance du point 4;, où se manifeste le fléchissement, jusqu’au 
point d'application de la charge p(r) dF; dF = s ds db, r = 
— p sin #Ÿ (fig. 81,b). 
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En composant la somme des projections verticales des déplace- 
ments (a), on obtient l’équation intégrale 


a RESTE) [SERA 8 pp, soit 


S 


LARGE) [T ne drd 8-96 


En résolvant cette équation Hertz a trouvé que 


) ———_—— 
p(r) = y ar, 


Pmax = 3p/(2ra?); 


a= V PAR: (A 14) 
(R1+ R2) E; E;: 


Le rapprochement des centres des sphères est 


ô 1— 05 , 1—05\ na 
= ( E, * EE, ] -Pmax- 


La contrainte de compression maximale se manifeste au centre 
de l’aire de contact (r — 0): le matériau est dans ce cas sollicité 


Fig. 82 


par une pression hydrostatique. La contrainte d'extension maxi- 
male se concentre sur le contour de l’aire de contact et, pour E, — 
= E, = E et o, = 0, = 0,3 est égale à 


Zen 0 — 0,133Pmax- 


9.3. Problème de Schteicher. 

Déterminer l'état de contrainte apparaissant dans un demi- 
espace élastique z=>0 sous l’action d’une matrice circulaire de 
rayon a dont le poids est P (fig. 82). 
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Selon le problème (4.3) 


P 2? ” 
Ur ZTGR [24—0)++ . 
A la surface pour z = 0 
U;=o = (1 — ©) P/(2xGr) = (1 — o?)P/(nEr), 


où r = V r° + y. 
Comme l'affaissement de tout point de la matrice est le même. 
… __ 1 (P(zx; y) dr dy 
Uzmo = CONSt — 1) Var (a) 


où Æ, — EJ(1 — 0°); px, y) étant 
la pression cherchée au point de coor- 
données x, y. 


En résolvant l'équation (a) avec 


P = | p(z, y) dx dy, 
F 


8 il vient 

& … Po 

x p(r,y)= 2V 1—rija? ? 
N où 

à Po = P/(na*). 

tu 


L’épure des pressions est donnée 
sur la figure 82. 

> Chercher la solution du problè- 
me de Boussinesq (1885) pour une 
matrice elliptique chargée en son 
centre par une force P. 


Réponse : p(x SE 
. | | 2nxab Y 1—(r/a)}?—(y/b}à 
Fig. 83 où a et b sont des demi-axes de l’ellipse. 
9.4. Problème de Egorov (1938). 
Déterminer l'état de contrainte engendré dans un demi-espace 
élastique z > 0 sous l'action d’une matrice de forme circulaire 


de rayon a chargée par la force P appliquée avec une excentricité e 
(fig. 83). 


Conditions de résolution du problème: 
pour z=0,Y,= XX, =0; 
pourz=0etr=Vi+y< a, 

1 p(z, y) dx dy 


Uz=0 AE, À V z°+y° +82 
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pour z=0 et r=ÿ 1r?2+y2 > a, 
p(r,y)=0 


Pour obtenir la solution, on établit les équations d'équilibre 


DZ=0, | p(z,y)dz dy=P; 
F 


DM, =0, | p(z, y) x dx dy = Pe; 
E 


DM:=0, | p(x, y) y dr dy 0. 
F 


Les solutions satisfaisant aux conditions du problème prennent 


la forme : 

143 cosf 
PO Te 
ne (5: cosf+1)P 


e 
, 


— a? 
angle a= + EE Pe. 


Pour $f = 0 et r -= x les contraintes se déterminent d’après la 


formule 
1+3— 
(a) 


T7 


Suivant la formule de la compression excentrée 


ai (1 +45) ° 


Selon la formule (a) pour z — —a et e — a/3 les contraintes 
d'extension sous la matrice sont nulles vu que 

a+z — Jim y” += a+z 

a — ZT 


. 1+ x/a . 
lim —___—— Un ———_—_—_—— 
x(—a)V 1—(z/a)$ x-(-a) V a3—273 x.(-a) 

étudier 


» En utilisant la solution de Gorbounov-Passadov 
l’action d’une matrice plate a/b = 5 sur un demi-espace élastique 
z> 0 (fig. 84). 
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Conseil. Utiliser les formules 


1 — 0? a P 1 — 0? M, 
sonne (5) eee (5) 


el les tables quand a/b = 1 + 10 pour les grandeurs ko (a/b) et kz (a/b). 
9.5. Problème de Sadovski (1928). 


7 À 
Û 


HU tnt 
[Le a | li 


Fig. 84 Fig. 85 


Déterminer l’état de contrainte se manifestant dans un demi- 


plan élastique y > 0 sous l’action d'une matrice de largeur 2a 
dont le poids est P (fig. 85). 


On négligera les frottements suivant le plan de joint de la matrice 
dans la détermination des pressions normales. 
En utilisant la formule (9.1) il faut tenir compte de ce que la 
grandeur k est variable, l'affaissement dû à la distribution de la 
charge se déterminant d’après la formule 


2 (1— où 
y (z, 0)= EE | p(E) Logiz—EIdé. 
Conditions de la résolution du problème: 
pour y —=0, X, = 0; 
pour y =0 et —a Lx <a, 


— LT p (6) Logiz —EIdt= 4 ; 


pour y = 0 et —a > zx >a, p (E) = 0. 
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En établissant l'équation d’équilibre de la matrice (DY = O0), 
il vient 


a 


| PŒ)dt=P. 


—a 


La solution satisfaisant aux conditions du problème prend la 
forme : 


Go = P/(2a), x = zx/a. 
9.6. Problème de Florine (1936). 


Fig. 86 


Déterminer l'état de contrainte se manifestant dans un demi- 
plan élastique y >0 sous une matrice de largeur 2a à laquelle est 
appliquée un moment M — Pe (fig. 86). 


Conditions de résolution du problème : 
pour y=0X,—=0; 
pour y=0 et —a<r<a 


2(1—07 ( 
— I | PE) Logiz—Eldè= Br; 
a 
Or >a, 
pour y=0 et 
—4 > r>— oo 
p (&) = 0. 


199 


En établissant l'équation d'équilibre de la matrice (2,M, — 0), 
il vient : 


a 


| PŒÈ&=M. 


—q 


La solution satisfaisant aux conditions du problème prend la 
forme : 

__2M z | & (1— 0°?) 

PO)= STE 


9.7. Problème de Léonov (1953). 

Déterminer la pression sous la matrice ayant la forme d’un 
cercle de rayon a s’exerçant sur un demi-espace élastique 20 
si l'on connaît les forces tangentielles dans la zone de contact t É (r) 
dirigées suivant le rayon mené de l’origine des coordonnées vers 
le point considéré. 


Selon l'équation (4.30) les déplacements élastiques sont 


Ueur= Vi2s+2 (a) 
où Vi = 0; 
A = 1 dp op CAT) 
| 4o—3 ( ra + >). (b) 


Désignons les contraintes sur le plan z = 0 par: 
X (x, y, 0) — X (x, y); Yz (x, y, 0) — Y (z, y); 
Z; = (x, y, 0) = —p (x, y). 
Selon la loi de Hooke et les eee (a) 
() X Ô Y 
M + GEL J, De + ia = 7. (0) 


z=0 


En dérivant et en additionnant les équations (c), il vient 


(pm) (ES) (pt = À (À +), 


soit, compte tenu de ce que 


_ (Ya + X) 
(3 ETC FF 5) (bs+0)= — —, 
on aboutit à l’équation 
2 [SL da _ 0 (+0 | 1 (E T) 
z y oz . _G \ x dy l° 


Cette équation permet de déterminer la fonction harmonique- 
entre crochets [1] d’après sa dérivée normale sur le plan z -= 0 
en utilisant la formule 


Ÿ= — x |) EENI de an, (d}- 


R=V(z—E)+(u—n) +22. 


En posant que toutes les fonctions disparaissent à l'infini, il 
vient d’après la formule (d) 


zx dy oz 
XL (E, n)+ YA CE, n) 
—— TT 2 JE dr. e}- 
RE J) Ver eme eo @ 


Sur la base de l'expression (b), on obtient au lieu de l'équation. 
(e) ca 


to RE Du EE & dr, (#)- 


La contrainte normale sur le plan, suivant la loi de Hooke et. 
l'équation (b), devient égale à 


… E 0 ox œ\- 
P(z, n=- [+ = +(1— 20) | (g) 
Eliminons des formules (f) et (g) la fonction < : 
ds | _ __24—02) (4— 20) (1+ 0) ET 
NE = E PU, RE | dé an, (h} 
où 


= VE Um 
Selon l’expression (a) les déplacements sur le plan seront égaux à. 
= (x, y, 0), uy= vx, y, 0), uz=vs(x, y, 0). 


Déterminons la déformation de la surface du demi-espace élastique- 
sous l’action des forces tangentielles données t (r). 
Introduisons la fonction 


T (r) = | t(r) dr. 
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Dans ce cas 


ôT ôT . 

z = —t(r)cosf=—X; = —t(r)sinp=—Y; 
oX , 6Y AT  &?T / 
er Foy en or —  Vivl- 


La formule (b) quand p(x, y) —0 devient 


0% _ Ü—2) (+0) Vén7_ — 
= 0 — QE [ j dé dn 


(i) 


On considérera dans la suite les fonctions 7 et 1, comme dispa- 
raissant à l'infini. En appliquant à 1, la formule (d) et en dérivant 
par rapport à z, il vient 


dŸs . 1 Ô | 1. ds (£, n, 0) dE dn 
0z ? 


2 — 9x do R 


O0 


et on aboutit à la formule donnant la solution du problème de Di- 
richlet pour un demi-espace z>0 


1  .. 02 ë, N: 0 . 
Va(z, va —polim ee (| MÉTRO an () 
Il s'ensuit des formules (j) que 


dŸ … _ 1 . 02 Ya (EN: 0) > : 
EF 2=0 27 lim dz? {| : = dE an = 


Li 


| . LU 9 L (® 
= lin vi, [ [HER œ an 
1 * 4 


__ En confrontant les formules (i) et (k), on trouve l'affaissement 
de la surface du demi-espace sollicité par les seuls efforts tangentiels : 


u° (= ICE 7 (7). 
En désignant l’affaissement entraîné par la pression normale 
p (x, y) au moyen de u? (p), il vient 
u;(p)+u:(t)=2Z(r), 
où Z (r) est l'équation de la surface de la matrice enfoncée, soit 


u® (p)= Z (r)—u} (+). 
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La pression p (r) est calculée d’après la formule: 


x/2 


{a ») 
VE + æ | [2 (Vs) + 


Z'(V rs sin? B+ui) 4—20 5 — 
Hs [+ (V r2sin2B + u2) + 


+ EP} 


p(r)= 


Pour une matrice lisse ne présentant pas d’angles à la frontière 
du contact, C = 0. 

9.8. Etudier l’état de contrainte d'une barre de section constante 
(ô — 1) qui s'appuie sur un support parfaitement solide et lisse 


Fig. 87 


et qui est symétriquement sollicitée par un moment fléchissant M 
et par des forces normales NN (fig. 87). 


Les contraintes au sein de la barre s'expriment par les formules : 


Tr  ôr r op? ? |” ôri3 ? (a) 
… 1 9 ô®p 1 
Ro=B= (+). 
où y est une fonction biharmonique. 
Les conditions aux limites du problème sont: 
pour r = a FLE Lo) 
pour r = b R, = B, = 0, (b) 
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pour B = +n/2 
b b 
| Bsdr=N, | Berdr=M, Rp—0. (c) 


En définissant la fonction œ sous la forme d’une des intégrales 
particulières connues de la fonction biharmonique (6.13): 


p = (Ark + Brkt2 + Cr + Dr-k+2) cos AB, (d) 


où À est un paramètre indéterminé. 
Selon les formules (a) 


R,={A (A — À) Ar? — (à + 1) (à — 9) Brè — 
— LG + 1) Crà + (4 — À) (À + 2) Dr-à] cos AB, 
By = IA (k — 1) An? + (à + 1) (à + 2) Br + 


+ AG + 1)CrÀ-2 + (À — 1) (À — 2) DrÀ] cos AB; (e) 
Rs =B; =AI(GX —1) An + (à + 1) Bri — 
— (À + 1) Cr? + (4 — À) Dr'À] sin AB. 
Les déplacements se déterminent à partir des équations: 
Our 1 
= (R,—0B8) : 
1 6 . À 
FT m tr = E(Bs—-0R;); (f) 


4 Ôur  ôug ui _ 2(1+0) 
LL 


Tr 6 ‘ or r — 


En intégrant les équations (f) et en égalant à zéro les fonctions 
arbitraires, on obtient : 


Eu, = {— (1 + 0) Adr-t — [A — 2 + o (à + 2)] Brit + 
+ (4 + 6) ACr AL E [A + 2 + © (À — 2)] Dr} cos AB; 
ÆŒug = {(1 + 0) AdrtT Æ [A + o) À + 4] Brit + 
+ (14 + o) ACr 1 LE [1 + ©) À — 4] Dr" sin À. (g) 
En établissant les conditions (b) et en égalant à zéro le détermi- 


nant À (À) de ces équations, on obtient l’équation transcendante 
pour la détermination de À 


A(A)=A(A2—1)b$[—2X(3— 0) (À +1) x + 
+6(1—0)(42—1)a71+(1+0) (À$+ 52 —2) «5 + | (b) 
+ 2(A24+44142— 20) a-°}-1— 
—2(4+1)(22—1+0)a2-1]=0, | 
où a — a/b. 
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Quand À = 0, on obtient la solution de Lamé, quand À = +1, 
on a les intégrales particulières de l'équation biharmonique différant 
de la solution (d). Les racines restantes de l’équation (h) fournissent 
une multitude de paramètres À. 

Pour chaque paramètre À,,, on détermine les constantes corres- 
pondantes suivant les formules : 


Am = A; (Am) Fm: Br — A2 (Am) Frs (i) 
Cm = A3 (Am) Fm; Dr = 44 (im) Fm 


où A; (Am) sont des compléments algébriques des éléments d’une 
ligne ou d’une colonne quelconque du déterminant A (4,); F, un 
facteur arbitraire de proportionnalité. 

En sommant en m les solutions, on obtient l’expression générale 
de la fonction des contraintes pour l'état de contrainte symétrique 
par rapport à la coordonnée f: 


p= S [Ai (Am) FM + A (Am) MT As (Am) rm + 
+ Ai (Am)rimt2] F, cos AB. (j) 


En reportant la ligne (j) dans les formules (e) et (g), on trouve 
les valeurs des contraintes et des déplacements. 

En laissant le nombre de termes nécessaire dans la ligne (j), 
on est en mesure de satisfaire aux deux conditions intégrales (c), 


Fig. 88 


tandis que pour la condition locale (c) il sera exigé que À, soit nul 
pour le nombre limite de points r = r;; aux points r — $ cette 
condition est déjà remplie [équation (b)]. 

» Résoudre le problème (9.8) en l’absence des déplacements u, 
et u, le long de la ligne de contact r = a. 

9.9. Problème de L. Galine (1943). 

Déterminer la pression exercée par l’enfoncement de la matrice 
dans un demi-plan y<0 en tenant compte des frottements récipro- 
ques. Le problème doit être résolu en admettant que la matrice se 
trouve en état d'équilibre limite de cisaillement *) quand l'effort 
horizontal de cisaillement 7 = fP, où f est le coefficient de frotte- 
ment, tandis que P est la force pressant la matrice (fig. 88). 


*) La force T n'engendre pas de moment (la matrice ne pivote pas). 
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En définissant f (x) comme l'équation du contour de la matrice, 
on obtient les conditions aux limites sous la forme 


Y y=0 = À y=0 Surface libre ; 
X y=0 + fY y) = 0 et Uy=o = f(T)+c surface sous (a} 
la matrice. 


En intégrant les équations des déformations pour le demi-plant 


o) 


x ) 
ut Ci pe 9 | Punod+ | Xio Log (E— x) dt; 
a a (b) 


b 


Le My Ci= | Yi-oLog(E— x) di— TT * | x de | 


où E, = E/(1 — 0°); C; des constantes. 
L'équation (b) fournie s'écrit sous la forme 
£ 1— F 
Li te | Yyno Log |E—z| din | Xi dt. 
Û 


La dérivée par rapport au déplacement est 


b 
nE, f y : dE 1 — 29 
2 0x7 Jy=0 Yo 7 E—zr  2(1—0) TX y=0. (c) 


Sur la base de la condition (a) l'expression (c) devient 
b 


3 (2), $ LE AE TEE] = op AY u=0- (9) 


Introduisons la fonction de variable complexe z=x<+iy 
b 


4 (2) = u, — iu, = Î Y yo — (e) 


Le second membre des formules (d) s'exprime au moyen des 
parties réelle et imaginaire de la fonction (e) avec y = 0 


ñnE; { y — 1—20 — 
Z =), +4 2(1—0) 4 
En adoptant la condition (a), il Fe 
E = 
ROSE er 


Sur la surface libre Ÿ,-0 = 0 la partie imaginaire de la fonction 
avec y = 0 s’annulle également. 
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Les conditions aux limites dans la zone extérieure à la matrice 
sont pour y =0 et —oo <zr<ua, b<z< o0 


uy = 0; 


à l'endroit de contact de la matrice avec le demi-plan élastique pour 
y=0eta<zrz<b 
1— 20 


us +f 2U—0) * u = 2 je (x). (f) 


En outre la fonction w, (z): 

1) par suite de l'absence sous la matrice d’efforts concentrés, 
peut posséder sur l’axe réel des singularités de l'espèce 5%, où 
0<a<1; 

2) à l'infini elle doit se conduire comme Pz-1, où P est la force 
comprimant la matrice. 

La constante disparaissant avec la dérivation de l'expression (c} 
doit entrer dans l’expression de la fonction (f); elle se détermine 
à partir des données complémentaires. 

Ainsi donc le problème s’est ramené au cas particulier du problè- 
me limite de type mixte consistant à rechercher la fonction de variable 
complexe (problème de Riemann-Gilbert). 

Il s’agit de trouver la fonction qui satisfait sur l’axe x à la con- 
dition 

a(z)u, + b(x)u, = F (x), 


a 


où 
a (x) = 0, b (x) = 1 pour —o<r<a, bLxr< ©; 
a(z)= Î, ba) pour axz<b; 
nE 
Fa) = f(x). 


Les solutions du problème homogène prennent la forme 


b 
a @=ep[rerte (1) [EE 


où P (z) est un certain polynôme. 
En prenant divers polynômes P (z), on obtient des solutions 
différentes du problème homogène : 


:—a (g) 
o_f5—b1\9 1 1 
“= (Te) 2 GG 0 | 


2(1—0) 


| 
0=-rarctg y ; 


en outre |O | 1. 
Pour le premier polynôme (g), il vient 


z—b \1-6 
O7 ET x) (—) 
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x l'O(Z) - <<. (h) 


TI — 2 


Pour que la solution (h) devienne générale, il lui faut ajouter 
da fonction satisfaisant aux conditions homogènes 


CIE(z — aÿ9 (z — b)1-81]. (i) 
La pression s’exerçant sur la matrice 
p (x) = —Im lu, (2)l:=x-5.0- 


En l'absence de frottement entre la matrice et le corps élastique 
on a: 
2(4—0) 1 
fU—20) — 2° 


En reportant dans l'expression (h), compte tenu de (i), les va- 


f=0 et 0 arctg ÉD 


leurs f — 0 et, — 1 , et en posant z + x, puis en séparant la partie 
imaginaire, il vient 


b 
E, | , IL RNET PT ANNEE "TS 
PO Von jf (2) VE—2)6—E x 
X & 1 


É—z VG—a)6—2) 


> Déterminer la pression, compte tenu des frottements, dans 

le cas de l’enfoncement avec un effort P dans un demi-plan d’une 

matrice à base plate [f (x) — const] (voir monographie [43], ch. I, 
8). 

$ 8) | : | 

Re , : = nes 274 2 . P —0 t 0—=— 

éponse : wi (2) 4 + Te TZ } our f e 5 


wi (z)= — . A la surface du demi-plan la pression normale est : 


V &—a)(2—b) 


p(a)= Im fu (1.0 £ 


1 

% V(a+z)(6—:) 
Comparer avec les résultats du problème 9.5. 
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9.10. Déterminer les états de contrainte et de déformation d’un 
demi-plan élastique y<0 si sur le segment AB 


Ux = Li + Cu Uy = Le + Ca (a) 
sur l’axe Ox en dehors du segment AB 
Y,y=N=0, À, =T=0 (b) 


est connu le vecteur principal des efforts (X, Y) agissant sur le 
segment AB (fig. 89). 
Par condition 
| Tdz=X, | Naz= y. (c) 
AB AB 


Si N et T étaient connus sur le segment AB, le problème serait 
résolu. 


Fig. 89 


En appliquant la méthode de la variable complexe (z = x + iy), 
on trouve les expressions des fonctions auxiliaires [21]: 


V(D=— 57 | (W+iT) Log (é—2) dt + Css | 

AB (d) 
X (2) = — | (N — iT) Log (t—2) dt — 2" (2) + Ci. | 

AB 


En portant les expressions (d) dans la formule des déplacements 
(5.20 


2G (ux + iuy) = xp (2) — 2° (2) — x" (2), 
où pour une déformation plane 
pe EE 25 du 


14—0315 209 


ensuite en passant à la limite z — +, où tv est le point du segment 4B, 
on obtient, compte tenu des formules (a), les équations intégrales 
permettant de déterminer W et T: 


U T 
| T (#) Log |t—t|dit+an | N(t)dt= 
=! 0 


4Gn 
nr 81) + Ci fat) + Ca 
T° (e) 


l T 
| N'(t)Log|i—t| dt— an | T (#) dt = 
| 0 


4G 
= g2(t)+C2=f2(T) + C2, 
où 


Introduisons dans l'étude les fonctions U, + iV, et U, + iv, 
de la variable complexe z: 


l l 

U,+iVi= | T (t) Log (t— 2) dt ; Ur+iVa= | N (t) Log (t—z) dt. 
| Et 

(£) 


Les formules (f) montrent que U, et U, sont des potentiels loga- 
rithmiques des couches élémentaires réparties sur AB avec des 
densités T et N. 

En vertu de la symétrie les fonctions U, (x, y) et U, (x, y) 
sont paires par rapport à y. En conséquence suivant la formule con- 
nue de la. théorie du potentiel, il vient 


= (5), (59) )-- (52). (a) 


et de façon analogue s'obtient la formule pour W. 

On a noté par les signes «+» et «—» les valeurs de la dérivée 
obtenue à l'approche des points du segment AB par le haut (y >> 0) 
ou par le bas (y << 0). 

De la formule (g) en utilisant les relations de Cauchy-Riemann, 
on déduit : 


= ——V,(x, 0) +0, (h) 


et, de façon analogue, on déduit W. 
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D'après les formules (h) la solution des équations (e) se ramène 
à la recherche de deux fonctions réelles U, et U, continues sur tout 
le plan, harmoniques en dehors du segment AB et qui se conduisent 
à l'infini de façon identique [selon les expressions (f) et (c)] à 
X Log |z| et à YŸ Log | z | et vérifient sur le bord supérieur du 
segment AB les conditions 


Ui—-aV:s = fi + Cr Us + aVi = fa + Co (i) 


où V.et V, sont des fonctions conjuguées respectivement de U, et U.. 

Pour résoudre le problème appliquons le plan z, coupé suivant 
AB, sur l’image du cercle | & | = 1 du plan & = E + in au moyen 
de la relation connue 


mt (et). 


En vertu des propriétés mentionnées des fonctions cherchées 
pour [| >1 


Ui+iVi=X LogE+ ant" + Cu; 


U: +iV: = Y Log & +- D bb +E, (i) 


où a, et b, sont les coefficients réels cherchés. 

En posant & = reï8 (r=1) et considérant que les fonctions 
U;,, U, et les parties monodromes des fonctions V,, V, sont conti- 
nues jusqu’au contour du cercle, les développements antérieures 
se justifiant également pour r = 1 (il s'ensuit de cela que les séries 


D) a et >, bi convergent), on obtient, en vertu des formules (i), quand 
OLP< x: 


Ÿ'a, cos np + « Sb,sinnf=F;+Ci; | 


oo 00 
È b, cos nf —« D ah Sin nf = Fs + Co, | 


Fi=fh+ aYf; Fi = fs — axXf. 
En multipliant les deux membres des équations (k) par 
À cos mB (m = 1, 2, ...) et en intégrant de O0 à x, on aboutit 


à un système infini d'équations linéaires avec un nombre infini 
de variables du type: 
oo C0 


CE al re 
Am + a di Gmn0n = Cm; Om —a ù Emnan = Cm 
n 


—_ 1— 


14% 241 


LOS 
AE) POUT (n—m) impair, 


IT 
Amn = + | cos mB sin nf dB — 5 | pai 
| Ù pour (2—m) pair, 


Cn et Cm étant les coefficients de Fourier des fonctions F, et F, 
après développement dans l'intervalle O0 — x en série suivant les 
cosinus. 

Si f..et f. possèdent, par exemple, des dérivées limitées par rap- 
port à B dans l'intervalle 0 — x, les séries dans les premiers membres 
de l’expression (k) et à plus forte raison, les séries dans l’expression (j) 
convergent absolument et uniformément. Après avoir trouvé U, + 
+ iV,et U, + iV,, on détermine directement, à l’aide des formu- 
les (d) et (f), w (z) et x” (z). 


CHAPITRE 10 
PROBLÈME DYNAMIQUE 


En admettant que le mouvement d’un corps (d’un milieu) élastique 
et isotrope se manifeste par des déformations infiniment petites, 
il est possible d'écrire l'équation du mouvement en recourant au 
principe de d’Alembert : 


90 90 
A+OGS, D 5) + CV uy, u,) = 
dux Oduy Ou, 
= p ( gt * 01* * 01° ). (10-1) 
ou en utilisant la forme vectorielle : 
(A+ G) grad 0 + GV2u = p +. (10.2) 


Profitant de l'identité vectorielle 
rot rot — grad div — V*, 
de l'équation (10.2), il ressort 


0°, 
ot? 


(à + 2G) grad div & — Grotrol u —p (10.2) 


Avec les conditions adoptées du mouvement les formules des 
déformations et de la loi de Hooke restent inchangées. 


1. MOUVEMENT HARMONIQUE SIMPLE 


Dans une oscillation harmonique simple de période 7 = 2x/p, 
où p est la pulsation, le déplacement peut s'exprimer ainsi: 


u, — À cos (pt + E)u;; uy = À cos (pt + E)u,; 
u. — À cos (pt + E)u: 
2142 


et d’obtenir l’équation (10.1) sous la forme 
60 
A+G (SE. LÀ) +(GV2+ppt)(us uy, u.)*)=0. (10.3) 


En dérivant ces équations respectivement par rapport à x, y, z 
et en additionnant les résultats, il vient 


(V° + h°) 6 — 0, (10.4) 
où 
k? = pp°/(À + 26). (10.5) 
En posant | 
#° — pp"/G, (10.6) 


on obtient l'équation (10.3) sous la forme: 


(Pr aouu)=(t-E)(S. SE). «07 


Si 6 vérifie l'équation (10.4), c’est-à-dire si V*0 — —h*8 la 
solution des équations (10.7) sera 
Uxr Uyr Us = u‘1 + u®, u D + u'? JALE + u®, (10.8) 


où uŸ,u ,u est la solution cénérale des équations (10.7) 
démunies de leur second membre à la condition que 
ou 1 gufU ul 
(1) __ S ; _— X W 1 = — 
8% — div au — = a 0, (10.9) 
vu que cette dernière ressort de l’équation (10.4) 
o e 1 / 90 00 68 
(2) (2) D = 
Ux ; Uy , Ur — h° ( dx * dy" 02 ) (10.10) 


qui est la solution particulière des équations (10.7) munies du 
second membre. 

Les équations (10.4) et (10.7) démunies de leur second membre 
sont appelées équations d’oscillations ou équations d’ondes station- 
naires. 

Leurs solutions particulières sont dans les cas: 
de coordonnées rectangulaires 


us) — — eitix+lu+mz) (10.11) 
(onde plane), 
ù + + m° = x°; 


de coordonnées cylindriques 

up =etimit 0 pp (r V x2—m2)°*) (10.12) 
(onde cylindrique): 
+) Dans les équations (10.3), pour simplifier l'écriture, les primes près 
des déplacements sont omises. 


**) Ra(pr) = Enr (pr) + FaNn (pr) est une fonction cylindrique d'ordre k 
(voir ch. 4, $ 3). 
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pour k=m=0, us = (af + a) (biz + be) Ro (xr); 
de coordonnées sphériques 


= R,, 1 (67) Yh (@ 8) (10.13) 


(onde sphérique); 
pour n —=0, u% = eïxr/r. 

Pour des oscillations dans un plan (m — 0) l’onde plane se 
transforme en une onde rectiligne, tandis que l’onde cylindrique 
devient circulaire. 


IL PROPAGATION DES ONDES VOLUMÉTRIQUES 
DANS UN MILIEU ISOTROPE ÉLASTIQUE 


Pour 6 = 0, les équations (10.1) deviennent: 
CV (us up u)= PL (us, wy, U.). (10.14) 


Si Oxs Oys Oz [équations (2.3a)] sont nuls, de sorte que le vecteur 
u devient le gradient d’un certain potentiel ù c'est-à-dire 


ô 
u = grad p—=ti + J FE +KkS — , 


ou 
…: ap …. 4 …. up 
rs We gt TG 
alors 
0 — Vo, 
660 40 66 
(Re re 2) = Véue us u,), 


et les équations (10.1) prendront la forme: 
(+26) V2(u, up, u:)= pr (ur Us Ua). (40.15) 


Les équations (10.14) et (10.15) sont des équations des ondes 
dans l’espace 


ciV?o — Os 4 (10.16) 


— gt? , 


où c; est la vitesse de propagation des ondes, @ — Uxs Uys Uz. 
Les ondes de cisaillement, de distorsion (ondes S) n ‘entraînant 


pas de dilatation cubique (8 — 0}, possèdent la vitesse c, = VG/p; 
les ondes non rotationnelles (w, = w, — w, — 0), les ondes de 


*) Yh (a, B) = > CmnPnm (cos &) "8 cst une fonction sphérique de 


m 
degré n (voir ch. 4, $ 4). 


compression-extension (ondes P), avec lesquelles le volume varie, 
se propagent avec la vitesse c, = V À + 2G/p. 


Si ® = p(x, y, t), l'équation (10.16) prend la forme d'une équa- 
tion d’onde sur le plan 


= (+) =. (10.17) 


Pour @ = q (x, t) de même que pour q = (y, +), on obtient 
une équation d'onde à une seule dimension: 


CL CL 
Cr - (10.18) 


La solution générale de l’équation (10.18), obtenue par d’Alem- 
bert, a la forme: 


P=hNh(æ—-ctr) +f(z+ ct), (10.19) 


où f; sont des fonctions quelconques. 
Le processus que traduit l'équation (10.19) est constitué de deux 
ondes se propageant à la vitesse c. 


Si p = æ(r, t), où r est le rayon-vecteur du point, l'équation 
(10.18) prend la forme: 


c? 0° 


—"53(rp)= (10.20) 
La solution générale de l'équation, (10.20) est 
P=f1(r— cr)/r + fa (r + cx)/r, (10.21) 


où /f, sont des fonctions quelconques. 

Le processus que traduit l'équation (10.21) est constitué de deux 
ondes circulaires dont la source est un point fixe et qui se propagent 
à la vitesse c. 

La surface s de la partie perturbée du milieu se déplace en direc- 
tion de sa normale v à la vitesse c. 

Les conditions cinématiques (neuf équations) des points de la 
surface s ([4], $ 205) prennent la forme: 


ou, _ 2 De | = … 1 Ou, . 
Reef Se/me sen > ; 

ou, _ ou, | 14  Ôuy 10.22 
av ele [= a It — Te ax ? | (10-22) 
ou, . du. ou, …: 1 Au, 

a — =/1=$ eme = x 


où l = cos (x, N m = Cos (y, v), nr = cos (z,v) sont les cosinus 
directeurs de la surface s. 


O1 , 0Ÿ3 0Ÿ1  dŸa 92: 

* = — 

) Pour u,=— x To WG 5x * On obtient ci 2 
Op 

et VA, = —À 
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Les conditions dynamiques (trois équations) des points de la 
surface s sont : 


ou ôuy du. \ 
po(ss, =, )=—(Xs, Ys, 2), (10.23) 


où XÀ,, Ÿ,, Z, sont les projections sur les axes x, y, z des contraintes 
sur la surface s. 

Les seconds membres des équations (10.23) peuvent être écrits 
sous la forme: 


—[(A+6)1$e+6 (1 LE + m PE + Ta 


Se ) | , (10.24) 


+ (AIT + Gm 29) + (x ee 


Les deux expressions suivantes de (10.24) s’obtiennent par per- 
mutation circulaire des lettres x, y, z, l, m, n. 


III. PROPAGATION DES ONDES LE LONG 
DE LA SURFACE D’UN CORPS ÉLASTIQUE ISOTROPE 


1. Ondes de Rayleigh [44] 


Les ondes planes de nature harmonique simple se propageant 
suivant le plan limite z = 0 d’un milieu z2>0 pour lesquelles 
la perturbation ne pénètre qu'à une faible profondeur dans le milieu 
sont appelées ondes de Rayleigh (ondes R). Les déplacements dans 
la propagation de l’onde en direction de l’axe x prennent la forme: 


(1) (2) (1) (2) (1) (2) 
U,, Uyy, U; =Ux +ux , Uy + Uy , U:s +Uz , (10.25) 


ut, ut), u(D=(is, k, f)x72Qe-sHitr-f»), 


u(®), u(®), ut = (if, 0, d)h72Pe-d:+itnt-fx), | (10.26) 
et en conformité avec les] équations (10.4), (10.5) et (10.7) 
Œ =f—h°, s = f* — x°. (10.27} 


Sur le plan limite z = O doivent être satisfaites les conditions 
suivantes : 


dux Ou, 
d:  ôz = 0, 


, 16+2G = 0, (10.28) 
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ou en forme développée 


+ (+) =0, k=0; | 


(x2— 2h?) P/h?— 242P/h2 — 2sfQ/x? = 0, 


où À/G est remplacé par x°/h? — 2. 

La condition #4 — Ô montre que le mouvement s'effectue dans 
le plan zz(u, = 0). 

L'élimination de P et de Q des équations (10.29) aboutit à l’équa- 
tion 


(10.29) 


x8 — 8x6 + 4x8 — 16 (1 + R?) x2 + 16h? — 0; (10.30) 


où RE — HP et F2 — HUF. ne 
Pour un matériau incompressible (À — co) h°/x° — 0 et de 
l'équation (10.30), on tire 


x8 — 8xt + 24k? — 16 = 0. 
Quand la valeur de la racine est réelle x° — 0,91262 ... 
Œ — f?, s* — 0,08737 . .. f°, 


la vitesse de propagation des ondes (longueur d’onde 2x/f) se déter- 
minant d’après la formule 


Cr = plf = 0,955 *) ... Y G/p, (40.31) 


c'est-à-dire qu'elle est proche de la vitesse des ondes de cisaillement. 

Les ondes de surface de Rayleigh (R) se forment à la surface du 
demi-espace par superposition des ondes longitudinale (P) et trans- 
versale (S) à l’instant de la réflexion sur la limite du demi-espace 
z2>0. 

Si le centre de la perturbation se trouve à l’origine des coordon- 
nées le déplacement des points du demi-espace, coïncidant en direc- 
tion avec leurs rayons-vecteurs, engendre les ondes longitudinales P, 
tandis que les déplacements suivant la normale aux rayons vecteurs 
produisent les ondes transversales S. 

Au loin de la source de perturbation, le front d'ondes de Rayleigh 
possède un grand rayon, aussi peuvent-elles être considérées comme 
planes. Elles s’amortissent en profondeur suivant l’exponentielle 
(10.26), tandis que près de la surface (z — 0), elles dominent. D'après 
les données de Miller et Pursey [45] l’énergie véhiculée par les diffé- 
rentes ondes se repartit de la façon suivante : les ondes de Rayleigh 
(R) — 67 %, les ondes transversales (S) — 26 %, les ondes longi- 
tudinales (P) — 7 %, aussi dans le calcul des fondations supportant 
des machines ou des édifices faut-il attacher une attention particu- 
lière à l’étude des ondes de surface de Rayleigh. 

*) Le coefficient devant la racine varie dans les limites 0,874 = 0,956, 
on o varie de O0 à 0,5 respectivement (avec © — 0,25, ce dernier est égal 
à 0,92). 
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La figure 90 montre à l’échelle les positions de fronts des diverses 
ondes (R, S et P) ainsi que les déplacement des particules du milieu 
du fait de l’action de chacune des ondes pour un instant fixé du 


AE 
EE 


Fig. JU 


temps. Les flèches indiquent les directions des déplacements des 
particules sur le front des ondes correspondantes (voir [46)). 

Les applications de la théorie exposée de propagation des ondes 
au sein d’un demi-espace élastique au calcul des fondations sont 


décrites dans la monographie [47], et les expériences s’y rapportant 
dans l’article [48]. 


2. Ondes de Love [49] 


Si le corps est constitué de deux domaines physiquement diffé- 
rents: z2> 0 et —h <z < 0, il apparaît un autre type d'ondes 
appelés ondes de Love. Les déplacements ont dans ce cas l’aspect : 


Us Uys Uz = (0, v, 0) ei -1) (pour —h << z < 0) 
et (10.32) 
Us, Uys WU, = (0, v', O) ei) (pour > 0), 


où v et v’ sont des fonctions de z *). 


En assurant la continuité de v et de Y, — Z, au cours de la 
traversée du plan z = 0 et en posant Y, — 0 avec z — —kh, il vient 
v = v, Cos [og (z + h)] (avec —h <z < 0), 

v' = UV) COS (ogh) e-°'& (avec z > on 


*) Ici et plus loin les lettres sans primes correspondent à la couche supé- 
rieure et avec primes à la couche inférieure. 
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où v, est une grandeur arbitraire, 
o2=c2/c2—1, (o’)2=1—0c2/(c!}?, 
a= Gp, (d}=c'p', 


la vitesse de propagation des ondes de Love c avec la condition 
c, >c, se déterminant à partir des équations 


1 1 1 
G' HS] =6(<—1) * te [(&—1) ? gh|, (10.33) 


I1 s'ensuit que la vitesse de propagation des ondes de Love est 


fonction de la longueur d’onde 2x/q et il se produit donc une disper- 
sion des ondes. 


IV. EXCITATION DES ONDES ÉLASTIQUES 
PAR DES FORCES DUES À LA MASSE {4] 


Si le mouvement est déclenché sous l’action de forces de masse 
X, Ÿ, Z dépendant des coordonnées zx, y, z et du temps 7, les 
équations du mouvement (10.1) seront 


06 
HOUSE, De )+6Vue we u)+ 


du du ou, 
+p(X, Y, Z)=P(SE, Sr: Se) (10.34) 


Représentons les forces dues à la masse sous la forme *): 


X, Y, Z=grad®+rot(L, M, N)=(<, , Se) + 
ON Ô0M ô0L ON 0M ô0L 
+(2 2m, "& 67 ' ëz +), (10.35) 


et les déplacements sous la forme: 


Uxs Uys U, = grad q + rot (F, G, H), (10.36) 


ensuite, satisfaisons les équations (10.34), les fonctions F, G, H 
vérifiant les équations 


ee V2 — D SE — Ver = L ; 
9°G 202 0°H 202 (10 37) 
EE —C a V G = M ; Fa C2 SV H — N, 


où c? = (À + 2G)/p est le carré de la vitesse des ondes P non rota- 
tionnelles : c? = Gp le carré de la vitesse des ondes de cisaillement 


(ondes S). 


*) Solution de Kelvin (1848) dans le cas d'action statique des forces. 
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Les solutions particulières des équations (10.37) peuvent être 
présentées sous la forme: 


P= Er | | | To (T—r/c;) dx" dy" dz', 


7-23 | | EE 7, (tT—r/c;) dx’ dy" dz', 


(10.38) 
= ({ [+ (tT— r/c:) dx’ dy dz’, 
H — es | [+ Lx (t— r/c2) dx” dy" dz’. 
En exprimant les grandeurs D”, L’, . .. au moyen de X”, Y”, Z’ 
suivant les formules : 
, , Or”! , Or” 
Der (x Z +2 —— ) dx’ dy dz'; 
L' A RE À Z' se — Y" — _ ae au 
(10.39) 


bee ZT =) ds" dy' dr’; 


M'=g [1S 
|| (x x —) dx dy' dr’, 


où X”, Ÿ”, Z’ sont les valeurs de X, Y, Z au point (x’, y’, z') 
à l’intérieur du domaine 7, quand les forces de masse sont diffé- 
rentes de zéro ; rest la distance du point (x, y, z) du point (x’, y”, z'), 
on peut procéder à l'intégration des formules (10.38). 


V. DÉFORMATION DES CORPS SOUS L'ACTION 
DES FORCES CENTRIFUGES 


Les équations des écartements symétriques par rapport à l'axe z 


=0) selon les équations (3.3b) deviennent : 


M 2 (10.40) 
(2 +26) ET. (rw) = 


r 


nn) 


ou, selon les équations (3.3b'}, 


A +6) +6 (vu) = — por; (+6) À +GVu,=0, 


où 
Ur ur 


0 —e;, + esp +: — + + 


r Oz 


ou, . 
L 


Our ou, . 


208 — ôz dz ? 


©, = ©, —0 ; 


p étant la vitesse angulaire de rotation. 
Dans un système de coordonnées rectangulaires en vertu des 
équations (3.3a), on obtient: 
06 
(A +G)=+GV?u, + p'pz = 0; 
00 
(A +G)= + GV'u, + p’py = 0; (10.41) 


(A +6) À + Cu, =0. 


VI. PROBLÈMES DYNAMIQUES PLANS 


1. Équations du mouvement 


OX» 0Xy __. d'ux . 0Yx 0Yy … duy 
ne Too Pet à Toy Par (0.42) 


2. Équations de la loi de Hooke 


ou 
Xi= (+20) PE HAE ; 


0x 
ô 
Y,=(A+ 26) _ +A LE ; : (10.43) 
ôu, du, | 
Xy=Y.=G(SE + ]- 
3. Équation de continuité des déformations 
2(A4G) 9? fôu, , Uy\ 
(Az + Yi) — À +-2G P 32 | ôx +) =0 
ou (10.44) 
1 9 | 
(V7 38) A+ y) = 0: 
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4. Méthode de la variable complexe [50, 51] 


En dérivant la première équation de (10.42) par rapport à z, 
la seconde par rapport à y et en soustrayant les résultats l’un de 
l’autre, il vient 


ô2 1 93 9? 1 93 
(xxx s)X<= (37 50) Y,. (10.45) 
L'équation (10.45) est indentiquement satisfaite si les contraintes 


»« 


sont égales à 


04 1 930 
As DT Voir 3 ou (10.46) 


où la fonction ©, analogue dynamique de la fonction d'Airy, vérifie 
l’équation 
(+ ct ot #7) (V— _ NE Fr) Dz, y, 7) =0. (40.47) 
Si les perturbations se déplacent à la vitesse c parallèlement 
à l'axe x, en introduisant la transformation, 
= XZ—CT, N = Y, 
on obtiendra l’équation (10.47) sous la forme: 


9? 4 0? 0? 1 9? 
où 

1 L 

2 


s=iB=i(t—<)", = ifs=i (1—©) . (10.49) 


Les formules (10.46) prendront la forme : 


- 02 c? 072O 92© 
Ka De = gr — 7 U— B)) 7: (40.50) 
1 4?© 
Yy=7 (4 +8 
el 
07O 0?O 
À, + Pur + Pi : (10.51) 
En posant 
2 = Ë + Sim 2e = + sun, (10.52) 


on obtient la solution de l'équation (10.48): 


D = PF, a) + À Fi (1) + Fe (ze) + Fe F3 (2) = 2Re [F; (21) + Fa (22)), 

(10.53) 
où l, (2), Fi(z;) et Fa (ge), Fa (22) sont les fonctions analytiques 
conjuguées des variables complexes z, et 2. 
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LL] 


En reportant l'expression (10.53) dans les formules (10.50) et 
(10.51), on obtient 


Xu= —2Re (+826) F (a+ | 
++ (LB) F5 (&) | : 


Yy= (1 + 8) Re (F3 (21) + F5 (22)]: 
Xa+ Yy= —2(B2— 2) Re [F: (m)]. 


(10.54) 


Après substitution des expressions (10.54) dans les formules (10.43) 
et intégration, il vient: 


Gu,== — Re | Fi (2)+ (4 +82) Fi (2) | : 
er (10.55) 
Guy = Jm | BF (21) + F3 (2) |]. 


En introduisant ces expressions dans la troisième formule de 
(10.43), on obtient 


X, = 23m | BF (21) + CL, (&) |. (10.56) 


Le problème peut également être résolu en déplacements, dans 
ce cas en reportant les formules (10.43) dans les équations (10.42) 
il vient: 


À4-2G 0? 6. À+G duy __p d'ux., 
| G a+ 3 [ue G  ‘ôroôy G ôot ? (10.57) 
A+G dus + pis 0? 1 2 __p du To? 
G dr dy |. G oôy* alu=r e. 
Posant 
n = —À\#rG, 2% 
X G Or 0y 
1, 26 #0, 20 _ po E°50 
UV G dr? Ÿ dy? GG à’ 


où D — ® (x, y, t), on satisfait identiquement la première équa- 
tion (10.57), tandis que la seconde équation prend la forme de l’équa- 
tion (10.47) 


(vi) (wi) D=—0, (10.59) 


qui pour le cas étudié plus haut se résout de façon analogue. 
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9. Méthode de transformations intégrales [51-53] 


On utilise diverses variantes de la méthode de transformations 
intégrales qui se fonde sur les transformations de Fourier et de 
Laplace. On fournit plus loin la marche des opérations de résolution 
suivie par l’une des variantes de cette méthode: 

a) pour chaque fonction f entrant dans les équations (10.42) et 
(10.43) ou dans les équations (10.57) on procède à des transforma- 
tions intégrales conduisant à des équations plus simples qui contien- 
nent les fonctions f; 


b) on définit les fonctions f; les constantes de ces fonctions se 
déterminent sur la base de l'analyse des conditions aux limites; 
. C) en utilisant le théorème des intégrales de Fourier on trans- 


forme les fonctions f en fonctions f. 


6. Solutions par invariants fonctionnels [54-56] 


Selon cette méthode la solution de l’équation d'onde 


4 92 
Vus = 0 (10.60) 


est recherchée sous la forme 
u — Re ff (b)], (10.61) 


où f(£) est une quelconque fonction complexe de l'argument 
& (x, y, t) vérifiant l'équation d'onde [voir solution (10.19)]; 
Ë (x, y, T) étant la solution à invariant fonctionnel de l’équa- 
tion (10.60) qui vérifie la condition 


(CE) +) 25 (55) =0. (10.62) 


L'intégrale générale du système d'équations différentielles de & 
est prise sous forme implicite : 


lÉ)Tt+m)r+n(y—k() = 0, (10.63) 


où /, m, n, k sont des coefficients. 

Pour une onde plane les coefficients avec les variables zx, y, + 
doivent être réels. En fixant deux coefficients, par exemple, / et m, 
on obtient : 


k(£)=1t—mz + V1/c°— m'y, (10.64) 


où le signe plus correspond au mouvement de l’onde en direction 
de la limite et le signe moins, dans le sens opposé. 

La méthode développée ainsi permet d'étudier les lois de réfle- 
xion des oscillations élastiques sur la surface du corps. 

Il a été établi que les conditions aux limites ne peuvent être 
satisfaites par un seul type d'ondes. 
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Dans l’incidence sur une limite libre de l'onde de cisaillement 


pa = f (x — mx + V 1/c° — m°y) (10.65) 
les deux types d'ondes réflechissent sur la limite: 


po = Af (It + mr—V1/c my) 
et 


= Bf(Ix—mx—V 1/c°—m2y). 


Les constantes À et B se déterminent à partir des conditions 
aux limites en y reportant q = @, + œ« et 12. 


VII. PROBLEME THERMODYNAMIQUE 


Au cas d'un grand taux de variation avec le temps du champ 
de température, il faut pour sa pulsation, ou action instantanée de 
l'impulsion thermique correspondant à l'effet du choc thermique 
[57], établir les équations différentielles du mouvement (10.1) 
dans le second membre desquelles entre la fonction de distribution 
des températures qui dépend des coordonnées et du temps. Dans ce 
cas les équations (8.3) prennent la forme: 


L | 
A+ G) À +cVu, re + Rec us à. 
d0 


A+) À + Cv, = p r+KaT, (10.66) 


(+ GC) À +Gvu, = PTE + Ka À 


Les contraintes se déterminent d’après les formules (8.2). 

En l'absence de transfert réciproque d'énergies thermique et 
mécanique la température { = t (x, y, z, t) se déduit de l'équation 
de conduction thermique (8.23) compte tenu des conditions à la 
surface. 


En cas d’existance de transfert réciproque des énergies, il faut 


prendre en compte l’équation de conduction thermique précisée, 
voir monographie [40]. 


En présence au point M, (x,, y, 3) d’un corps illimité jouant 
le rôle de source instantanée de chaleur de contrainte 


b, — W/(co) (C-cm), 


où W (cal-c°/cem) est la quantité de chaleur en calories émanant du 
point, divisée par g. 
L'équation (8.23) prend la forme 
ot 
XV? — FF 
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tandis que la distribution de la température en tous instant se 
déduit de sa solution [39]: 


bn TL Gun Ga) _ 
L(S V5 ETAT exp[ — HIER E HE |, (10.67) 


Si l’on intègre la solution (10.67) sur tout le volume, il vient 
| ( t(x, y, z, t) dx dy dz = b,. 


Il ressort de la solution (10.67) que £ — O0 quand t — 0 en tous 
les points à l’exception du seul point M, (x, Y1, 1), où ce dernier 
devient infiniment grand. La relation (10.67) est l’analogue de la 
fonction de Green. 

La distribution de la température au sein d’un corps illimité, 
aux cas d’un flux de chaleur à deux dimensions engendré par l’action 
d’une source de chaleur instantanée sur une droite passant par le 
point M, (x, y.) parallèlement à l’axe z à l'instant t = 0, se définit 
par l'expression 

t (x, y, t) — ba exp[ — AE NE | , (10.68) 


ANXT 4XT 


car 


(| L (x, y, T) dr dy = be (°C-cm°). 


La résolution du problème thermodynamique du choc thermique 
à la surface d’un demi-espace est donnée dans la référence [58]. 


Problèmes 


10.1. Problème de Chree (1892) [59]. 
Déterminer l’état de contrainte d’un cylindre de rayon b et de 
longueur 21, tournant à la vitesse angulaire p. 


Les équations théoriques sont les équations (10.40). 
Les conditions aux limites du problème sont: 
pour r=b, R,;=2Z2,=0, 
b 
pour z—=æ+l, R,=0 et | Z.2xr dr=0. | (a) 
10 
Cette dernière condition est intégrale (au lieu de Z, = 0), mais 
en vertu du principe de Saint-Venant l'état de contrainte obtenu 
sera suffisamment précis aux points éloignés des extrémités du 
cylindre. 
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En termes de Æ et de © les équations (10.40) deviennent 
({— 0) E 90 E 008 >... 
G+o)i—20) or po æ&æ —  Phr; 
(i—0)E£E 00 E 1 9 … 
G+ou—2 æ por or (on) 0. 


La solution de ces équations, satisfaisant aux conditions aux 
limites (a), a la forme: 


2 _— 
U, = Ar Lo r$, u, — Bz, 
où 
A— p'pb® 3—56, __ ___p*pbîo 


7 8E  1—0 * 2E 
Les contraintes seront égales à: 


RFO) SES, Z _R —0: 


ë 1—0 ? RS 
p°p [3—20 1+20 o\,. 
Dm (Ter) : 
__ Ppfp(b—2r?) _o 
Z:= 4 1—0° 


10.2. Déterminer l'état de contrainte d'un mince disque annu- 
laire de rayons extérieur b et intérieur a tournant à une vitesse angu- 
laire constante p. 


Le disque est sollicité par des forces d'inertie centrifuges (fig. 91). 
Selon (6.1) l’équation du mouvement est 


dR, . Rr—Bp , 
Re TR + prpr =0*). (a) 


En reportant dans l'équation (a) la valeur des contraintes (6.5) 
et en simplifiant par le facteur constant, il vient 


d'u, 1 du, ou, _p(i—0*) p°r 
artr nr EE @} 


Résolvant l'équation (b), on obtient 


C 1— 02) p?rs 
Ur — Cyr+<e PORT.) 


*) Pour k — A (r), l'équation (a) prend la forme: 


_ (ArR,)—hBg + p'phr° = 0. 


**) La solution particulière est prise sous la forme u, = Carf. 
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Selon les formules (6.5) 


… B__(3+o)ppr*., … B (1-+30)ppîr° 
RAR BA RE, 


où les nouvelles variables inconnues 
— EC. — 6) et B = ECA/(1 + 0) 


se déterminent à partir des conditions aux limites: 
a 
pourr= A}, = (. 
En définitive, les contraintes seront égales à: 


R,=- SERRE (re) (1 TS) : 


r* 


B, = ÉTOPr LEE r2 — a? (1 +) | 


Les épures des contraintes R, et B, sont données sur la figure 91. 
10.3. Problème de Chree (1898). 


| 


Fig. 91 


Déterminer les déplacements de la sphère de rayon a qui tourne 
autour de l’axe z à la vitesse angulaire p. 


Les conditions aux limites (1.2) pour la surface de la sphère 
avec r — a prennent la forme: 


X,=Y,=2,=0. 


Les forces dues aux masses des équations (10.41) peuvent être 
assimulées au gradient de potentiel 


@ = pp° (2° + y*)/2, 
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qui peut être représenté sous la forme: 
= ppértl2 + pp? (2 + y—22)/6, (a) 


= 2 + y + 2. 


Le premier terme de la formule (a) fournit la force volumique 
purement radiale 2pp*r/3 avec un écartement purement radiale 
u, (us = u, = 0), qui se déduit de la première équation (10.40): 


d fdu, 2 
(A+ 20) (5 HT ) ++ pptr=0 (b) 
En résolvant l’équation (b), on obtient 
u, a®pp® 5À + 6G 7) 
— 45 E 26) r (5 -H2G at)? 
d'où 
__ appt 5À+6G r? 
Mes Uy Us pos (2e — ar) (Er de 9) 


De façon analogue se résout le problème de déformation de la 
sphère par l’attraction mutuelle de ses particules (Terre). 

Le second terme du potentiel @ [voir formule (a)] constitue une 
fonction sphérique cubique de deuxième degre: 


Vs, = rY, (œ) = r°P, (cos &) = r°? (3 cos «x — 1)/2, 


voir ch. 4). 
Les équations (10.41) seront dans ce cas 


HG (ZE, Dre 7) 0+GV2 (us u, u:)+ 


Pp* { 9 9 —) 
L — __— — 2 — 
! 6 ôr * dy d V2=0. 


En tenant compte des propriétés des fonctions sphériques (voir 
ch. 4), on obtient la solution: 


Uxs Uys Us = A((9À +7G)r2(x, y, —2z) — 
— (2à +7G) (x? + gi 2x7) (x, y, 2)]+ 
+ B (x, y; — 22) — sl (x, y; — 22) + 
+ (+ yi— 22?) (x, y, 2)], 


où les constantes arbitraires À et B définies d’après les conditions 


aux limites sont égales à 


A= — pp® (TÀ +66) p — LP° (4 +36) 
42 (À + 2C) (YA + 140)G 3G (194 + 146G)° 


10.4. Problème de Pochhammer (1876) [60]. 
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Etudier les oscillations d’un cylindre de révolution isotrope 
de rayon a dont la surface n’est pas sollicitée par des contraintes. 


Pour résoudre le problème profitons de l'équation (3.3b) en 
substituant aux forces dues à la masse À, B, Z les forces d'inertie: 
on obtient dans ce cas: 

08 __2G dw, 


008 dur. 
BH +26 PE : 


1 0, 66. 2 
(+26) 526 PE + 26 PE 2 PE ; | (a) 


a 2G 0w, du, 
(+26): (ro8) + —: aB PR: 


Re © RER ee” 


En admettant que les écartements constituent des fonctions 
harmoniques de z et de t de l’aspect 
Ur — Ueitv:+Pt), up — Veitr:+pt) U. — Weitvz+pt) 


où U, Vet W sont des fonctions de r et de f, on aboutit à une série 
de solutions. 

Oscillations de torsion. 

Pour U=W—0 et V = V (r) la première et la troisième 
équations de (a) se vérifient identiquement, tandis que la seconde 
équation devient une équation de Bessel : 

2V 41 dv > 1\y 
etroat (er) =0, (b) 
où Xx° —= pp°/G — y. 
En intégrant l'équation (b), il vient 


4 — AJ, (x, r), 


où J, (x, r) est la fonction de Bessel du premier ordre. 
Les conditions sur la surface sont satisfaites si x est une racine 


de l'équation 7. 
[EE ]=0. 


da a 


Pour x — 0, y? — pp*/G et V = Ar les déplacements seront 
égaux à: 


ur=u,=0, = Are? (+ r-<) (c) 


La solution (c) est une onde de torsion qui se propage le long 
de l’axe du cylindre avec la vitesse c, — Y Go. 

Pour un cylindre de longueur /, dont les bases ne sont pas solli- 
citées par des contraintes, on obtient: 


| PL A G ù 
ug= À,r cos “TE cos (TE RT+e), 
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où x est nombre entier; € la phase des oscillations. 
Oscillations longitudinales. 
Pour V =0,U—=U(r),, W = W (r) la seconde équation de (a) 
est satisfaite identiquement, tandis que la première et la troisième 
sets prenne la forme des équations de Bessel : 


026 4 00 À 
dr= + 2.$ À 20 — 0; Re eee + (+) Op = 0 (d) 


or? r 


h2=pp2/(i+2G)—7%, x2=pp?1G— 2. 


En résolvant l'équation (d), on trouve 
BXJ,(hr) et op Ji (ur). 


En satisfaisant les équations 
6 — ( _— + © + iyW) eitvz+pt), 208 = (iv +) eiCY:+pPt), 
il vient 
d . B d 
U = A — Jo(hr)+ByJi(xr); W=AiyJ, (hr) + [rJ'a(xr)]. 


Les contraintes à la surface du cylindre r = a sont nulles au cas 
où les constantes À et B sont liées par les équations: 


[ 26 “209 — pp°À Jo (a) | A +267 12e) B = 0, | 
(e) 


da® À + 2G 
2% —— Le C2 A+ (27— ee) Ji(xa) B =0. 
En sgolant à à zéro le déterminant des équations (e), on obtien 
l’équation permettant de trouver les fréquences. 


Oscillations transversales. 
En posant 


U = U (r)cosB, V = V (r)sinf, W=W (r) cosf 
et en reportant ces grandeurs dans l’équation (a), on obtient trois 
équations différentielles par rapport aux fonctions U (r), V (r), 
W (r), dont la solution a l'aspect : 
dJ; (h dJ J 
D (= A+ By SO + CAP ; 
J\ (A J aJ 
V(r=-420-p,109  çiitm, 


W (r)=iAYyT, (hr) —iBu?J, (xr). 


Les conditions de l’absence de contraintes à la surface ont un 
aspect compliqué et ne sont pas données ici [5]. 
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10.5. Etudier les oscillations radiales d’un disque annulaire 
mince (Ô — {) dont le rayon intérieur est a et le rayon extérieur b 
et dont le bord est exempt de contraintes. 


Comme le problème est de symétrie polaire l’équation théorique 
en déplacements selon l’équation (6.7) prend la forme: 


= (0. 


1 9 1 1—0? du, 
| TE Pa 


En posant 
u, = W cos (pt + €) *), 
on obtient l'équation de Bessel : 


d’W 1 dW 
tr art (#7) W=0, @) 


== 


Pp?. 
En résolvant l’équation (a), il vient 
W = AJ, (xr) + BN, (ur), 
en définitive le déplacement acquiert l'aspect 
= [AJ, (xr) + BN, (xr)] cos (pt + E). 


Les contraintes se déterminent d'après les formules (6.5). 
Sur les bords du disque quand r = a et r = b les contraintes R, 
sont nulles; il s'ensuit deux équations: 


4 [#2 62) COTE ra) |+ 8 [M (ue) ), 9 x, (22) | = 0} 


et 


A [LD + EL y, (x) ] +8 ÉSSERS (x) | =0. 


En éliminant de ces équations 4 et B, on obtient l'équation des 
fréquences. 

10.6. Problème de Poisson (1828) [3]. 

Etudier les oscillations radiales d’une sphère creuse de rayons 
extérieur b et intérieur a. 


Le problème est de symétrie polaire: toutes les grandeurs ne 
dépendent que de r et de tTet u, = us = 0, = 6p = 0, — 0 


*) Le problème peut être resolu également par la méthode de séparation 
des variables, en posant u, — R (r) T (x). 
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Selon la première cquation de (3.3b), il vient 


dur 
(+26) = = —P TE =0, 


“ 


= +2 — [voir formule (2.2b)]. 


En posant 
u, = AW (r) cos (pt + e) 
on obtient l’équation 


dW 2 + (+5) W = 0, (a) 


an Tr dr Fa 


où 
k° = pp°/(à + 26). 
L'intégrale de l’équation (a) est 


d JA sin Ar + B cos hr 
W (r) — d{ar) d'(hr) ( hr }- 


Les conditions aux limites du problème sont: 
pour r—», 
R, = A0 + 2G Er — (1 + 26) + QNE = 0. (b) 


La conditionf (b) pour une sphère de rayon r a la forme: 
{(A + 2G) [(2 — h°r°) sin kr — 2hr cos hr] + 
+ 24 (hr cos kr — sin hr)} À + {(À + 2G) [(2 — h°r?) cos hr + 
+ 2hr sin kr] — 2X (hr sin hr + cos hr)} B = 0. 
Après avoir écrit la dernière équation pour les valeurs de r — a 


et r — b et éliminé de ces équations À et B, on obtient l’équation 
des fréquences : 


Kha+(ha?— K) tg ha __ Khb+(h°b®—K) tg hb 
(ka?— K)—Kha tgha  (h?b?—K)—KAhb t1g hb ? 


2 — K — M(R + 20). 
Pour une couche très mince la période 
T = na 2.1 eg LT. 


Pour une sphère pleine B = (. 
D Problème de Lamb (1882) [4]. 


Etudier les oscillations d'une sphère pleine de rayon a au cas 
où 6 — 0. 
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Conseils: | 
1. La solution des équations homogènes (10.7) doit être prise sous la forme: 


ue, yz = R(r) Ye y. 2 (@ B). 


2. Pour déterminer les relations liant les fonctions Y,, y. z (@ B) utiliser 
la condition (10.9). 


10.7. Déterminer les déplacements dans un corps infini dus 
à la force ponctuelle y (t) appliquée à l'origine des coordonnées et 
agissant en direction de l'axe zx. 


Dans la résolution on suppose que le domaine D, où les forces 
dues aux masses sont différentes de zéro, diminue de façon illimitée, 
tandis que 


p if X' dx' dy’ dr = Xo 


où ZX, est la force sollicitant le point (x’, y’, z') en direction de 
l'axe z. 
On suppose dans le cas considéré que 


Xo = xt — r/c), 


où r est la distance du point (x, y, z) de l’origine des coordonnées. 
Selon les formules (10.39), on détermine les grandeurs: 


, "4 or”1 ’ 
D Gr) — Ze) 2 ; L'=0; 


dr”! 


M° (r—rlcs)= (Tes) ; 


N'(t—r/c:) = prie) 27 

2 4Tp */ dy" 
En divisant l'espace autour du point (x, y, z) en des couches 
minces par des surfaces sphériques de centre situé en ce point, on 
est en mesure d'exprimer les intégrales (10.38) à l’aide des formules: 


. C1 


co 

| | [ + @ (r——) dx’ dy" dz' = | 2e x (r——)} dr | 2 ds, 
0 

où ds est un élément de surface de la sphère de rayon r; | | = ds = 

— 0, au cas où l'origine des coordonnées se trouve à l’intérieur de s; 

| [ es ds — 4nr* CS , pour le cas où l’origine des coordonnées est 

en dehors de s; r, la distance du point (x, y, z) de l’origine des coor- 


données. 
Dans le premier cas r, << r, dans le second r, >r. 
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En intégrant par rapport à r, on peut remplacer la limite supé- 
rieure par ro: 


1 0 
PR rep SE Lretr-ries) dr = 
0 
1 071 f 
r / r ’ 
= | vatr-rdr (a) 
0 


où T' = r/c, et au lieu de r, figure r. 
De façon analogue on trouve: 


F=0; | 
1 61 
G _ TYX(T—T)AT ; 
Fe © | (b) 
r/Ca 
1 ar : ? 
H= TY(T—T)dt 


En déterminant les déplacements d'après les formules (10.36), 
compte tenu des formules (a) et (b), il vient: 


r/Cs 


1 d°r"1 


4anpcir 
| d?r1 Es ’ ’ ’ 
e., TY(T—T)dt + 


r/C: 


Y— Anp or dy 


1 ôr dorfîi r 1 . 
+ ne Let) (r 


(c) 


… | d°r71 [ ’ 
2 4np ôrcz, 


à 
Ux 4Tp Or? 1 TY(T—T)dt + 
r/ci 
+ (SE) [+ X(T—r/c;) — L)] fe LG rIes) . 
1 
J 


1 ) 1) 1 
Oxver = Bray (0 7) -2)] 
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b- Calculer les déplacements pour % (t) = À cos pr. 
Rappel explicatif : 
r/Ca 
| T'{(T—T') dr — _. [ cos p (tT—r/e;)— cos p(t—ric;) — 
rc, | 


—E sin p(r—rle:) + Æ sin p(tT— r'es) . 
Ce C1 


Le phénomène consiste dans la propagation d’ondes harmoni- 
ques simples de deux espèces avec les vitesses c, —=Y (À + 2G)/p 


(onde de dilatation cubique) et c, — V G/p (onde de cisaillement). 

> Calculer les déplacements (c) quand y (t) = const et comparer 
avec les résultats du problème 4.5. 

10.8. Voir monographie [51], $ 76. 

Déterminer les déplacements du demi-plan y > 0, quand à la 
limite y = 0 est appliquée une impulsion de pression normale se 
mouvant à la vitesse c. 


Les conditions aux limites ont la forme: 
pour y = 0 


Y,= —[P"(xz—cx)+ P"(r—cr)]/2, (a) 
X,=0. (b}) 


En posant dans l'expression (10.56) n = 0, on trouve que l’équa- 
tion (b) est vérifiée, si l’on admet que 


” (+ BE) pee) 
BF: E)+ CEE F2 = 0, 
d'où 


Fi(2)= — te Fi (2) (c) 


En reportant la dernière relation dans la formule (10.54), on 
obtient pour Ÿ, l'expression suivante: 


Y,=(1+ 825)" Re [(1 +85) F (21) + 4B1B2F (22)1. 


Donc, la condition aux limites (a) sera satisfaite si l’on suppose 
que 


__ +8» P@) 
FO GER (0) 


Selon les expressions (10.55) et les équations (c) et (d) 


LE _ __ 3B1Pe / 
= TE — 4B1B2 Re | R "() RENE 6 1 | (e) 


Cu, = nn Em ((1 + $:) P° (2) — 2P" (22)1. 
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Les formules (e) traduisent la solution de Sneddon. 

> Problème de Sneddon [61]. 

Résoudre le même problème pour des cas d’impulsion de pression 
tangentielle mobile. 


Conseil. Les conditions aux limites sont prises sous la forme (pour r=0) : 
Y,=0;, X,= —[T" (x — et) + Tr — cr)}'2. 


> Problème de Galine [43, 51, $ 76]. 

Etudier l’état de contrainte dans un demi-plan y > 0 dû au 
mouvement de la matrice sur sa surface à la vitesse c. 

10.9. Voir monographie [51], $ 77. 

Déterminer les déplacements dans le demi-plan y > O0 quand 
sa limite y — 0 est sollicitée par une pression variable p (æ, T). 


Introduisons la variable +” = ct. 
Les conditions aux limites du- problème prennent la forme: 
pour y = 0 


Y,=—pl(z, Tt), À, = 0. (a) 


Pour résoudre le problème introduisons pour toutes les grandeurs 
entrant dans les expressions (10.42) et (10.34) la transformation 
de Fourier à deux dimensions définie par la formule 


TE, y, v)=-— | | fa y, T'heiéttor) gx dr’. 


Si les deux membres de chacune des équations des systèmes (10.42) 
et (10.43) sont multipliés par exp Îi (ëx + wt”)], puis sont intégrés 
en chacune des variables x et t” de —o à oo *), on obtiendra alors 
un système d’équations différentielles compatibles : 


—  dŸ, 
Ye _ (à +26) OL. :  iEY,— TI — (À + 2G) o?u,. (b) 


EX, — 


Les contraintes se déterminent d’après les formules: 


X,= 


Y,y= — is + (1426) À : (c) 


Y,=G(+ dux — iEu,). 


*) On suppose que les équations inconnues (10.42) et (10.43) tendent vers 
zéro quand la grandeur W 2° + y? —+ oo. 
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Si les formules (c) sont portées dans les équations (b), on obtient 
pour la détermination des transformations de Fourier des fonctions 
üX et 4, deux équations différentielles compatibles: 


et) Le + [ep (or+ À) ]5, 0; 


| (d) 
du, 


ay “0! 


[82 (E2— 2) — À Jus + (B2—1) ie 


dy” 


B® — (À + 26)/G. 


Par élimination des termes les équations (d) peuvent être réduites 
en forme condensée : 


(a 
dy* 


_ + 


n (ri) (u,, u,) — (, (e) 


Des équations (e) on tire: 
u, — Aje-"iv + A,e-Ta : 
u, ——= Ben + Bae-"av, 


(£) 


où les constantes d'intégration 4; et B; dépendent de E et de «. 
En reportant les expressions (f) dans les équations (d), on obtient 
les relations suivantes entre les constantes d'intégration: 


As = inoB1, A1 = iEB:. (g) 


En transformant les conditions aux limites (a), on obtient encore 
deux équations: 


. mi : L | 
G[ 2) | = 5 0): 


e s (h) 
[ dy — y |, = 0. | 
En résolvant les équations (g) et (h), il vient: 
_ iEPŒt—prut/2) , 4 _ iris . 
AE Ge it AT Ge à 
__ mP(E2—B2w?2;2) , ___ Etup 
Bi ge 5 Be Ge 


c=c(E, w)=(E—Brot/2)— nine. 


En reportant ces constantes dans les équations (f) et en inversant 
les expressions obtenues ainsi à l’aide du théorème de Fourier à deux 
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dimensions, on obtient pour les composantes du vecteur deplace- 
ment les expressions suivantes : 


= = [5 [ie (E— + Bot) e-mv— inne-m] x 


— 90 — 0 


X er iGx+ut) dE do ; 


a Î PEL emes]s 


x e=iEx+ut’) GE do. 


La résolution de ce problème par la méthode des transformations 
intégrales est donnée dans les monographies [52], p. 499-501. 

10.10. Voir article [62]. 

Etudier les oscillations d’un demi-plan élastique y > 0 quand 
à sa limite commence à agir une source de déplacements ‘élastiques. 
Pour t < 0 le demi-plan est au repos. 


Au cas de déformation plane et en l’absence de forces volumiques 
les équations de Lamé prennent la forme: 


C € 0? 
(A+ GC) + GPU pÈREs (AH GC) + CV = 


Dans un état de contrainte plan au lieu de À il faut prendre 
À% = 2XG/(À + 20). 


Les contraintes se déterminent d’après les formules: 


dx, v Ouy | … dux , JUy 
Xe 0426; Y,=204+26; X,=G(Se+ EE). 


Posons que pour z—+> oo et | y | —> o toutes les composantes 
du vecteur déplacement et du tenseur des contraintes tendent vers 
zéro. Introduisons dans l'étude la fonction ® (x, y, t) et exprimons 
à l’aide de cette dernière les déplacements: 

À+G 92 . ÀA4+-2G d9D , 94D  p 620 
Boy MG ‘art er Com: VW) 


En portant les expressions (b) dans les équations (a) on aboutit 
à l'équation (10.59). Les contraintes seront exprimées au moyen 
de la fonction ® ‘e n façon suivante: 


: D pa 65 
= (+20) ra Fa Fi ae 

05® 
088 (+20 LE: À (0) 


930 
Ay= Yi hr re A 420 22 De — PET - 
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Pour résoudre l'équation (10.59) appliquons deux transforma- 
tions intégrales, à savoir: la transformation de Laplace suivant 
la variable + et la transformation complexe de Fourier suivant la 
variable y. 

Etant donné que l’on étudie le cas de conditions initiales nulles, 
on doit poser 

00 (z, v. 0) _ SO (x, y, 0) _ SO (rx, y. 0) _ 
D(z, y, 0)— ÔT ÜT* ûT3 0. 

En multipliant l’équation (10.59) par e-"* et en intégrant par 

rapport à t de 0 à co, on obtient une équation différentielle auxiliaire 


® à deux variables indépendantes —z et y: 


(V2— p2ic?) (V2— p2/c) D (x, y, p)=0, (d) 
où 


D(x, y, p)= [ e—PT® (zx, y, t) dr. 
0 


En multipliant l’équation (d) par eï* et en intégrant par rapport 
à x de —œ à +, on obtient une équation différentielle 


Hé) (-e-É)Fannee 0 
où 
F(a, y, P 7 J elxxD (x, y, P) ÂTe 


Etant limitée à l'infini la solution de l'équation (e) a l'aspect : 
Fa, y, p}=Aexp(—y Va?+ pic) +Bexp{—y Va? + pci), 
où À et B se déterminent des conditions aux limites de demi-plan 

y = (. 
En profitant de la formule d'inversion de la transformation 
complexe de Fourier: 


O(x, y, p)= = | e-txF(œ, y, p) da, 


on trouve que 
i 00 
Va | e-tax [A (œ, p)exp(—y Va? + pci) + 


+ B (a, phexp(—y Va?+ p’lci)] da. 


O(z, VE p) = 
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En utilisant ensuite la formule d’inversion de la transformation 
de Laplace : 


Y+io 
n … . 
O (x, y; = | ePt®(x, y; p) dp, 


Y< ic 
on obtient, en définitive, 
Y+ioo oo 
O(z,y,Tt)= _. nn ePt { TE il e—iux y 
X [A (a, p)exp(—y V a+ ptlci)+ 
+B (a, pexp(—y Var+ plci)] da} dp, (5) 


« 


où À (œ, p) et B (&, p) se déterminent à partir des conditions 
aux limites. 

Après avoir obtenu des expressions (f) ® (x, y, t), on calcule 
d’après les formules (b) les composantes du déplacement, et d’après 
les formules (c) celles de la contrainte. 


CHAPITRE 11 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE LA THÉORIE 
DE L’ÉLASTICITÉ, PRINCIPES VARIATIONNELS 
ET MÉTHODES VARIATIONNELLES DE RÉSOLUTION 
DES PROBLÈMES DE LA THÉORIE DE L’ÉLASTICITÉ 


I. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES . 


Les solutions générales des équations fondamentales de la théo- 
rie de l'élasticité de Galerkine, de Papkovitch, de Neuber, etc. 
(voir ch. 4), où entrent les fonctions harmoniques et biharmoniques 
arbitraires, sont difficilement utilisables dans la résolution des 
problèmes concrets, car il n’a pas été décelé de méthode générale 
permettant de déterminer ces fonctions sur la base des conditions 
aux limites. 

La position des problèmes de la théorie de l'élasticité se. heurte 
à de grandes difficultés mathématiques quand on recherche la solu- 
tion des équations fondamentales ou on essaye de satisfaire aux 
conditions aux limites, aussi la solution n'est-elle menée que jus- 
qu'aux formules théoriques applicaäblés à des situations pratiques 
dans un nombre limité de cas.. C’est pourquoi on utilise très souvent 
diverses méthodes approchées de résolution des problèmes aux limites 
(méthode de différences finies, de fonctions initiales, etc., voir 
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ch. 5), y compris, les méthodes variationnelles se basant sur les 
principes variationnels de la théorie de l’élasticité qui fournissent 
des procédés efficaces de solution numérique des problèmes aux 
limites [63, 64, 65]. 


IT. THÉORÊMES GÉNÉRAUX SUR LE CORPS 
LINEAIREMENT ÉLASTIQUE 


1. Théorème de Clapeyron (1858) 


Au cas d’un effort statique sur un corps non chargé et démuni 
de contraintes initiales, le travail accompli par cette force est égal 
à la moitié du produit de la valeur définitive de la force par la 
valeur définitive du déplacement dans la direction de la force 


T=-Pu, (11.1) 
pour » forces 
n LU 
T= D Pur. (11.2) 
ki 


2. Principe de conservation de l'énergie 


À tous les stades de déformation du corps, la somme des travaux 
extérieurs 7 et intérieurs U est nulle 
T+U—=0*) (11.3) 
ou 


T — II = 0. 


3. Théorème de Betty (1872) 


Le travail virtuel des forces extérieures ou intérieures du premier 
état appliquées au corps le long des déplacements correspondants 
du second état, est égal au travail virtuel des forces extérieures ou 
intérieures de second état sur les déplacements correspondants du 
premier état 

Toy = Tyo et Ua = Ujo- (11.4) 


4. Théorème de Castigliano (1875) 


La dérivée partielle de l'énergie potentielle IT d’une force quel- 
conque P, est égale au déplacement suivant la direction de cette 
force uz 


ôT] 
Pr à (11.5) 


*) La loi est vérifiée de façon approchée, car une partie du travail des 
forces élastiques se transforme en d’autres formes d'énergie : thermique, électro- 
magnétique. 


242 


La relation suivante se justifie également 


al 
P, = 


| dug * 


III. PRINCIPES VARIATIONNELS 
1. Principe de Lejeune-Dirichlet 


À l’état d'équilibre stable du corps correspond le minimum de 
l'énergie potentiel totale Æ, à l’état instable le maximum, à l’état 
indifférent sa valeur constante ou nulle (fig. 92) 


E = Este. (11.6) 


2. Principe des déplacements virtuels de Lagrange (1788) 


Un corps élastique en état d’équilibre effectue des déplacements 
qui communiquent à son énergie potentielle totale Æ la valeur 
minimale 


ÔE (u,, u,, u;) = 0, (11.7) 


où 
E=T--U— À (Xus + Vouy + Zou,)dF + | (Xu,+ Yu, + Zu.)dV — 
F V 
— | (A xex + Yyey + Z:e; + À yExy + À :Exz + Ye) dv, 
V 
dV = dx dy dz, 


Us, Uy, U, étant les déplacements réels du corps. Puisque les forces 
dues aux masses (X, ŸY’, Z) et celles de surface (X,, Y,, Z.) pour 


Es= min £=max £= const 
S 
il 
ty 
8ÆE >0 d'E<0 8?E =0 
Fig. 92 


les déplacements donnés restent constantes, autrement dit ne va- 
rient pas, l’équation (11.7), compte tenu de la formule de Gauss- 
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Ostrogradski, peut s’écrire sous la forme : 
Gus | ( 
V 


Etant donné l'indépendance des déplacements virtuels 
ôu, (ôu., Ô Ôu.), de l’équation (11.8) se déduisent les équations 
d'équilibre “du corps et les conditions aux limites: 


Re +X;) av + | (Av, — v,0i,) dF | =0*). (11.8) 
F 


Ô wa | 


où y, = Cos vz; sont les cosinus directeurs de la normale à la surface 
du corps F. 

Si l’énergie potentielle totale du corps (du système) s'exprime 
de façon approchée au moyen de nr paramètres géométriques &;, 
dont le nombre est égal au degré de liberté donné du corps (du systè- 
me), c'est-à-dire si 


E = E (a, a, ..., @), (11.10) 
alors, selon l’équation (11.6), on peut déterminer les paramètres ‘@; 


à partir des conditions de la. valeur extrémale de la fonction E à n 
variables : 


E _0, 0, ..., 22 20.. (11.11) 


Co, Pa dan 


Les équations (11.11), si elles sont multipliées respectivement 
par Ôa; == 0, deviennent alors des équations du principe des dépla- 
cements : virtuels : 


dE 


7600, E-62=0, ..., Pan =0. (11.12) 


0as dan 
Si l'énergie potentielle totale. du corps (du système) est donnée 
en forme intégrale 
- E= | F(z, v,y',y",..:,y")dz, (11.13) 


X: 


on peut, en recherchant la valeur maximale de E, utiliser le problème 
direct de calcul des variations. Pour obtenir la valeur extrémale de 


? 
>. 


-  *) Ici et plus loin.{, j = 1, 2, 38; 17, æ = y, t3 =: 
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l'intégrale (11.13), la fonction F'doit satisfaire à l'équation d'Euler- 
Lagrange : 


oF d 0F er (ar) 


… … dr 9F 0 
dy dz ôy’ dz? \ y” Eu 


En dx" ET 


*) (11.14) 


qui constituera précisément l'équation résolvante principale du 
problème. 


3. Principe de Castigliano (1875) 


De tous les états d’ équilibre virtuels du corps obtenus par varia- 
tion des contraintes, il n'apparaît dans la réalité que l'état pour 
lequel l'énergie complémentaire du corps élastique À prend une 
valeur minimale: 


GR = II (X,, Yi, -.)— | (u,60X,+u,0Ÿ,+u,82,) dF—0, (11.15) 
| L774 


* 


ou 
IX, Yu -.)= | (e5X, Le ôY, + 6:62, + 
V « 
+ Exy0X y Lu Ex0X, + Eyr0Y 2) dv, 


Ex Eys + + + Cyr étant les composantes du tenseur des déformations 
engendrées par les déplacements arbitraires u;, u,, u: des points 


du corps; y compris par les déplacements réels U,, Uy, U, Xy Y: 
Z, étant le nouveau système de forces de surface extérieures quand 


ôX, — av ÔX > + av ôX, + av ôX., etc. 


Si les forces de surface extérieures ne varient pas avec la modifi- 
cation de. l’état. de contrainte, c'est- à- dire si- 


ôX, = 6Y, = 62, — 0, 


on obtient alors de la formule (11.15) le principe du travail minimal 
de. déformation (principe de Castigliano) : 


ôl1 = 0. (11.16) 
*) La formule est donnée: pour Je problème à une dimension y = f (x). 


Pour un problème à deux dimensions w = w (x, y) l'équation d'Euler-Lagrange 
a l'aspect: 


8F___à' {._0F + (2) 7 (—)+ 
ow ox 0w> ôy owy 0x 0Wxx 
92 0F 0? oF … 63 0F 
S mm cd 2" — —— ns — esse = 0. 
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4. Principe de Hamilton [66] 


Un corps élastique en mouvement effectue des déplacements qui 
communiquent à son énergie E — X, dans l'intervalle de temps 
donné, la valeur stationnaire 


s{ (E— K)drx=0, (11.17) 
dont l’énergie cinétique est 
= [52 + (+ (Ne. 
De l'équation (11.17) il ressort que 


T 
| (K — E) dt — valeur stationnaire. (11.18) 


5. Principe combiné de Reissner [67] 


La fonctionnelle spéciale Z d’un système arbitraire de déplace- 
ments, satisfaisant aux conditions aux limites cinématiques et à un 
système arbitraire de contraintes qui vérifie les équations d'équilibre 
au sein du corps et à sa surface, acquiert la valeur minimale pour 
le système de déplacements et de contraintes pratiquement réalisés 
dans le corps élastique 


ÔT = 0, (11.19) 


où la fonctionnelle mixte 


= | [+ (SE + 2) oy— 04 Ja [7 Ta dF, 


IT, étant le travail de déformation spécifique dans l’état réel d’équi- 
libre. 

L'équation aux variations (11.19) est équivalente à six relations 
entre les composantes du tenseur des contraintes et du tenseur des 
déformations 


1 Oui , du 1) = 61: 


2 0x; GE ET (11.20) 


Gé = ou pour i — j, 0*; — 20;, pour iæ j); à trois équations 
équilibre 


Ô 
7 +A;=0 (11.21) 
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ot aux conditions aux limites 


U;=u, sur F,, (11.22) 


où }- est la partie de la surface pour laquelle sont données les 
forces T's, 
F, la surface restante pour laquelle sont donnés les déplacements 
(TPE 
Dans le principe étudié le tenseur des contraintes et le tenseur 
des déplacements varient indépendamment l’un de l’autre. 


IV. MÉTHODES VARIATIONNELLES 
1. Méthode de Ritz (1908)-Timochenko (1910) [68, 69] 


La solution approchée w, de l’équation différentielle du problème 
L (x, y, W, W», W},; Wxxs Dyy Dry) . .) — 0 *) (11.23) 


est donnée sous la forme 
n 
Un — 2 ai; (x, y), (11 .24) 


où L (...) est l'opérateur différentiel, 
a; sont les paramètres constants cherchés, 
p (x,y) les fonctions données satisfaisant aux conditions aux 
limites cinématiques. 
On calcule les valeurs de l'énergie potentielle ou complémen- 
taire, tandis que les coefficients a; de l’état d'équilibre réel se déter- 
minent des conditions de la minimisation 


Il 
da; 


—0 ou =0 (i=1,2,3,...,n). (41.25) 


Cette méthode fournit l’approximation à la valeur réelle de la gran- 
deur w par le haut. 


2. Méthode de Boubnov (1913)-Galerkine (1915) [70, 71] 


La solution approchée y, de l'équation différentielle du problème 


Lx, y, y',y",...)—=0*+*) (11.26) 


*) L'équation est écrite pour un problème à deux dimensions. 
*+) L'équation est écrite pour un problème à une seule dimension. 
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est donnée sous la forme .. 


ñn 


| Un = 2 GATUT (2), (11.27) 


où a; sont les paramètres constants cherchés, 

o; (x) les fonctions linéairement indépendantes de l'argument Z, 
satisfaisant aux conditions aux limites statiques et cinéma- 
tiques. 

On écrit les conditions de l’extrémum d'une certaine fonctionnelle 
qui acquiert la valeur extrémale totale avec la satisfaction de l’équa- 
tion différentielle donnée (11.26) qui a l'aspect: 


Xe 


À L(æ, Yns Vns Vs +.) qu(x) dr = 0 (11.28) 


Xi 


pour à = 1, 2, ñn. 
Sous forme développée ces conditions fournissent r équations 
algébriques : 


Xe 


a Î L (q:)-qu dz + a j L(ph-pdz+...+an | L(g:)-pdz=0, 


1 


a | L(pD-œ dx + a | L (g2)-qudz +... + an | L(pn)-g2 dz = 0, 


a | L(pi)-qu dét+a | L(p)-qndz+...+an | L(pr)-qu dz = 0, 
” ” ” (11.29) 


L (pi) = L (z; Pis Pis Pis .. .). 


Pour toute équation d'équilibre (11.26), la fonctionnelle men- 
tionnée est l'expression de l’énergie potentielle totale Æ, quant aux 
conditions concernant son extrémum elles constituent les conditions 
d'équilibre, écrites sous forme d'égalité à zéro du travail de toutes 
les forces sur les déplacements donnés ; (x), qui conduisent aux 
équations (11.29). 

Dans la méthode examinée au système (au corps) sont imposés 
certains liens qui autorisent ce dernier à se déformer suivant les 
formes ; (x), ce qui équivaut à sa réduction au système à n degrés 
de liberte. 
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3. Méthode de Vlassov (1946)-Kantorovitch (1942) [72, 73] 
La solution approchée w, de l'équation différentielle du problème 


L (x, y, w, W,, W,, Wies, Wixs Wyys + +.) = 0 
est donnée sous la forme 


Un = 2) Yai(y)-X: (2), (11.30) 


où ZX; (x) sont les fonctions linéairement indépendantes de l'argu- 
ment x données, appartenant au système total qui satis- 
fait aux conditions aux limites cinématiques avec z = 2 
et x = zx, et qu'on appelle fonctions de distribution 
transversale de la grandeur w: 
Y ; (y) les coefficients de dév eloppement (11.30) cherchés, qu’on 
appelle valeurs longitudinales généralisées de la gran- 
deur w. 

Pour déterminer des coefficients Y’; (y), on écrit les conditions 
de l'extrémum d'une certaine fonctionnelle qui prend la valeur 
extrémale totale lorsque est satisfaite l'équation différentielle don- 
née 


Ê La y un way, --+) Xi) dz = 0, (11.31) 
avec i = 1, 2, 3, ...,n. 


Sous forme développée ces conditions aboutissent à nr équations 
différentielles linéaires aux coefficients constants d’où se détermi- 
nent les grandeurs Ÿ’; (y). 

Ainsi donc. le problème de la théorie de l'élasticité à deux dimen- 
sions est réduit au problème à une dimension. 

Dans la méthode étudiée le système (le corps) élastique se ramène 
un système à nr degrés de liberté dans la direction transversale et 
un nombre infini de degrés dans la direction longitudinale (y). 

En 1964 Vlassov [74] a proposé une généralisation (une double 
approximation) de la méthode variationnelle de Vilassov-Kantoro- 
vitch, dans laquelle la solution est définie sous la forme 


ñn 


ss 


Un = à [Pi (y) Vs (x) + Yi (x) ®; (y)], (11.30) 
où %Ÿ, (x) sont les fonctions données de l'argument zx, 


P; (y) idem de l'argument y, 
Y; (x) et D, (y) les fonctions cherchées. 
4. Méthode de Trefftz (1933) [75] 
La solution approchée de l'équation différentielle du problème 
L (x, y, w, w,, Wy, Wrxs Warys Wyyr + +) = 0 
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dans le domaine D pour des conditions aux limites 
V (w) = q à la limite F (11.32) 


est donnée sous la forme 


LU 


Un = à ai (Z, y), (11.33) 


où a; sont les paramètres constants cherchés, 
w, les fonctions linéairement indépendantes données appartenant 
au système total qui vérifie de façon exacte l'équation donnée 
et de façon approchée les conditions aux limites (11.32). 
En reportant w, dans l’équation (11.32), on obtient une trans- 
formation approchée au zéro identique de l'expression 


V{ S'auxs) — ©. 

(E i 1) P 

En utilisant la propriété du zéro identique qui est d’être orthogonal 
à toute fonction, y compris aux fonctions w;,, on obtient 


| [v (3 aux) —)] wi ds — 0, (11.34) 
T 1 


avec i — 1,2, 3,...,n. 

L'équation (11. 34) fournit un système d'équations algébriques 
par rapport aux coefficients a; qui s’avère linéaire si l’opérateur V 
est linéaire. 

Cette méthode permet d’obtenir l’approximation par le bas de la 
grandeur réelle de w. 


Problèmes 


11.1. Voir article ([76]. 

Déterminer les contraintes dans une plaque rectangulaire solli- 
citée à la traction par des forces se distribuant suivant la loi para- 
bolique (fig. 93). 


Les conditions aux limites prennent la forme: 
pour zx = + a: 
y? 
Xi=s(1—#), Y:=0; (8) 
pour y — + db: Y, 0.' 
L'énergie de ébrmathn pour un état plan de contrainte d’une 
plaque dont l'épaisseur est égale à l’unité est: 


= | | IX2+HYE—20X,Y,+2(1+0)Xäldrdy.  (b) 


Puisque pour un problème plan du domaine simplement connexe, 
la distribution des contraintes est indépendante des constantes 
élastiques, on peut simplifier les calculs ultérieurs en posant o = 0. 


| 
D 
S 
> 


ER 
ù 
W 


Fig. 93 


En introduisant la fonction des contraintes @ et en reportant 
dans la formule (b} les égalités: 


r = À PT _ “p 
Ne et Var À op 
il vient 
… FE TL) a? Ÿ ( a? )°] 
” 2E al | +) + (LE de +2 Or dy dx dy. (c) 


En appliquant à la formule (c) le principe de Castigliano (11.16), 
on obtient l'équation biharmonique connue du problème plan. 

Cherchons la solution du problème par la méthode de Ritz- 
Timochenko. 

Donnons à la fonction des contraintes l'aspect d’une série: 


P = Po (2: Y) + diP1 (ts Y) + GaPa (2, Y) + AsPa (x, y) +... ., (d) 


satisfaisant aux conditions aux limites (a). 
On y parvient en posant 


p= sut (1 À) + (22 a2)2 (y2— Bb) (a, + aux2+ as +). 
(e) 


Dans la solution (e) le premier terme vérifie les conditions aux 
limites données (a), tandis que les termes suivants vérifient les 
conditions homogènes (X, = Ÿ, — Ÿ, — À, — 0) et, en vertu de 
la symétrie de la distribution des contraintes par rapport aux axes 
z et y, on ne conserve que les exposants paires des variables. 

Les valeurs des constantes a;, a, as, . .. se déterminent d’a- 
près les conditions (11.25) 


M Lo, 9 1 _9 


da, ’ de E7A 


. (f) 
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En se limitant dans l'expression (e) au seul terme a, il vient 
1 y2 1 2 _ a2)2(y2 2 
PE Po+ap=sut (15 À) ai (at — at) (y2— 0). 


La première des équations (f) prend l’aspect 


64 256 4° 64 bi s 
A+ etre) ar 
d'où si la plaque est carrée (a = b) 
S 


tandis que les composantes du tenseur des contraintes se détermi- 
nent à l'aide des formules 


Ven Gr (1— 4) 04702 (1%) (1-5 )", 


oy a 
Y, = = —0,1702s F0) (1-4), 
en ocsos st (42) (1-2). 


La figure 93 donne l'épure de X, quand x = 0; on a indiqué en 
pointillé la distribution des contraintes X,, pour x = 0, quand 


a a 
| 


ÿ 
Fig. 94 


a — 2b. À mesure que le rapport a/b croît, la distribution des con- 
traintes dans la section x — 0 se rapproche d’une distribution uni- 
forme, ce qui est en accord avec le principe de Saint-Venant. 

Pour obtenir une distribution des contraintes plus précise, il 
faut prendre dans la série (e) trois termes, voir [76]. 

> Etudier la plaque rectangulaire de la figure 93 aux extrémités 
de laquelle x — +a sont appliqués des efforts À, — syf, voir [76], 
solution de J. | Goudière (1931). 

11.2. Voir [771]. 
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Etudier en recourant à la méthode de Ritz-Timochenko la torsion 
pure d’une tige de section rectangulaire aux côtés 2a et 2b sollicitée 
par un moment de torsion M. (fig. 94). 


La limite de la section est définie par les équations: ‘! 
ZT — L- a, y — + b. 


En appliquant le principe de Castigliano sur l'énergie complé- 
mentaire du corps élastique R [voir formule (11.15)], autrement dit 
en tenant compte des variations du moment de torsion M, aux extré- 
mités, on obtient 


ôR= 7 0 | (Se) + ()] dF — 2aë Î DadF=0, 


soit 


(LCR) T-26e8)ar-0, 


on= 776 | (XI 9) dF = 8 (SE) + (2) | ar 
est la variation de l'énergie potentielle ; 


X, =+ , Y=-+ les contraintes tangenlielles aux extré- 


mités de la tige ; 
5M,= — 926 | (Y,z—X,y) dF = —926 | ŒdF*) la variation 
F F 


du moment de torsion; 
a l'angle de torsion de la tige par unité de longueur. 
La valeur vraie de la fonction des tensions O réduit à zéro la 
variation de te 


R= [{zl ° +()]- 2Ga} dF. (b) 


Pour obtenir la solution approchée du problème substituons au 
problème de calcul des variations (b) le problème de la recherche de 
l’extrémum de la fonction donnée 


D — D) + a, + a2D> —- …. 


*) En intégrant par parties, on tient compte de ce qu'à la limite de la 
section z = +a et y = tb D= O0. 
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ou 
D=(12— a!) (y3— 83) 5 Ÿ Amnt” y" * (c) 
ee T7 
où, en vertu de la symétrie, m et n sont pairs. 


En première approximation pour une tige carrée a = b, on 
admet que 


D = ag (2° — a°) (ÿ° — a). (d) 


En portant cette expression dans la formule (b), on trouve sur la 
base des conditions de l’extrémum (11.25) 


et, par suite, 


En vertu de la formule (a) le moment de torsion 
M,=2 | | D dx dy = À Gas = 0,1388 (2a)* Ga. 


En confrontant cette valeur à la valeur précise (voir problème 7.4) 
on constate que l'erreur en l'appréciation de la valeur du moment 
de torsion est de près de 1,33 %. 

En conservant dans la série (c) les trois premiers termes, il vient 


D = (2 — à?) (ÿ° — af) Lao + & (+ 7°) (e) 
En reportant cette expression dans la formule (b), on obtient 
des conditions de l’extrémum (11.25) 


_9 259 Ga 


do 8 277 at 


Le moment de torsion 


M,=+ (tés 7 ) Gaaï =0,1404 (2a)' Ga, 
ce qui est de 0,15 % inférieur à la solution exacte. En reportant 
la fonction (d) dans l'expression des contraintes tangentielles (a), 
on trouve que l” erreur, en Cas de contrainte maximale, est de près 
de 4% ; ; pour avoir la meilleure approximation, il faut conserver 
dans la série (c) un grand nombre de termes. 

> Résoudre le problème par la méthode de Trefftz. 


Conseil. 


1) Prendre en qualité CR initiale la solution du problème (7.7) 
020 
Ox° + = = —226 
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sous la forme 


2 2 
D=—2us ÊHE, 


2) La valeur de la fonction ® doit être définie sous la forme 


où 
D.— 2aG z4—6r2y3 + y4 
Sr a+ b2 ° 
> Résoudre le problème par la méthode de Boubnov-Galerkine. 
Conseil 


En qualité de première approximation prendre la solution de l'équation 
(7.7) sous la forme 


DO = ap (2 — 0?) (y? — b*)la=b = ao (x° — 4°) (y° — a°). 
11.3. Voir article [78]. 
Déterminer l'état de contrainte d’un parallélépipède droit aux 
arêtes d, k, h (fig. 95) à l’intérieur duquel la distribution de la tempé- 
rature est définie par la loi 


ay n1z 
t=tsin + sin + sin h (a) 


selon laquelle on a au centre tmax — ê1 et à la surface t = 0. 
Le matériau du parallélépipède est de l’acier pour lequel E = 
= 2.106 kg/cem°, « = 125-1077 (Ex = 25). 


Désignons le rapport entre les arêtes du parallélépipède par 
= . et Ô — Le . Le tenseur des contraintes sera construit à l’aide 
des fonctions de contraintes maxweliennes y, (voir problème 1.6), 


u= à 2 24 mnpPm (x) Pa (y) Pp (2); 
te= 3 3 D BnnpPn (&) Pa (6) Pa 


= 2 D 2 CmnpPm (z) Pa (y) Pr (2), (b) 


m 


où P,, (x), P, (y), P) (z) sont les cosinus binômes déterminés d’après 
les formules : 


Pm (x) = cos = — cos CE, 


P, (y) = cos TE — cos C2 75 , 


Ph(z)=cos LE — cos PIE, m, n, p—0, 1, 2, ... (c) 


Amnp: Bmnpr Cmnp 1eS coefficients à déterminer. 


Les composantes du tenseur des contraintes s'expriment à l’aide 
des formules : 


x. Da y Ps _ 9% 
oy® 0:23 ? VU :ux 0y ? 
Pa pH y Oo 

Yy= dz? + ox? ? Y:=— dy 92 ? 
_— Ds | Xe 0°Xs 

Z: "Or + oy? ? Zx=— dz 0x ? 


ou, compte tenu de l'expression (b), il vient 
x — D D 2 (AmnpPm PrPp+CmnpPm P nP?); so 
m 


X 
Y,y= >> S (BmnpPmPnPr + AmnrPaP; P>), 


- 


RS - 
Z:= > 2 2 (CmnpPmPnPp + BmnpPmPnPp); 
Xy= — 2 > 2 AmnpPnPaP ps 
Y,= — 2 2 À BmnpPm PAP, 
Zzx= — 2 2 2 CmnpPmPnP- (d) 


Dans les formules (d), pour plus de concision, on a éliminé les 
arguments x, y, z dans les désignations des fonctions P. 

Les fonctions (b) adoptées, compte tenu de (c), toutes les faces 
du parallélépipède sont exemptes de contraintes grâce aux propriétés 
aux limites des cosinus binômes: 


Pm (0) = Pm (4) = Pm (0) = Pm (d), etc. 


Le problème se résout en première approximation pourm=n = p = 
— ( quand les fonctions y; ont l'aspect : 


X = APo (x) Po (y) Po (2), Xe = BPo (x) Po (y) Po (2), 
Xs = CPo (x) Po (Y) Po (2): 
Pour la résolution on utilise le principe de Castigliano sous forme 


de principe du travail de déformation minimum (11.16), car les 
forces de surface X,, Y,, Z, sont nulles: 


— | (OX Les + 0e, + 02e; + OX pexy + ÔY eur + ÔZxEzx) AV = 0, 
V 
(e) 


où ÔX,, ..., ÔZ, sont les variations des composantes du tenseur 
. cherché vérifiant les équations d'équilibre ; 
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Ex, + + + €zx les Composantes du tenseur des ‘déformations 
engendrées par les déplacements u;, u,, u: ar- 
bitrairement fixés et qui, dans le problème, sont 
pris pour des déplacements réels u,, u,, u,: 


ne IXs—0(P,+2)+at, eye COX, (EP 


les déformations &e,, e:, e,, et e:. étant obtenues des formules (f) par 
permutation circulaire- des lettres zx, y, z. 
En reportant les valeurs de (f) dans l'équation (e), il vient 


Sl= 6 | IXÈ+YS+21—20(X,Y, + V2. +2,X,)+ 
V 
+2(1+0) (XIE YI4 22) + 2Et (Xe + Yy+Z,)] dV =0. 


En introduisant dans cette dernière expression la valeur £ tirée 
des formules (a) et la valeur des composantes du tenseur des con- 
traintes (d) après avoir effectué l’intégration, on obtient II comme 
fonction quadratique des coefficients À np» Bmnpr Cmnp- LES Condi- 
tions de l’extrémum de la fonction II auront l'aspect : 


p - 


—0 pour m, n, p—0, 1, 2, ... 
g} 


c'est-à-dire la forme de système d'équations linéaires servant à la 
détermination des coefficients À ynp;: Bmnps Cmnp- 
Les équations (g) pour le cas où m = r = p = 0 seront: 


CAmnp ’ dBmnp oo! dCmnp 


(3+ 3A%  2A2) À + (1262 — 30 — 082 — où?) B + 
25.83 (1+- À? 
+ (82—012— 0262 — Baht) C = PCT pere, 


(A262 — 30 — 06? — 02) À + (3 36% + 262) B + 
L (A2 062 — 3oôt — oà262) C = 2 EH) pages, 


2-37 


(02 — 02 — 0À282 — 3oAt) À + (A2 — oô2 — 3086* — 0282) B + 
D (3 361 + 22262) Ç = 2578 HAN) page. 


2-3t75 
Pour le cas où d = k et, partant, pour ô = à, il vient 


25-83h?t; 3—-4XÀ2(1--0)--0 
2-34n% 16À4 (1— 02) + 8À2 (1— 0) — 0 (11+-0) +11? 
__ 25-+8%h°t1  16À6 (1<+ a)-:- 422 (30 — 20° +- 1) +8 (1 — 0) 
2.3tn6 AA2 [BA (1— 02); SA: (1— 0) — 0 (10 0)-+ 1] 
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Les contraintes se déterminent d'après les formules (d). Par exemple 


Z,=<+ A [cos EE (1— cos 2) (1— cos ne )+ 


+ (1— 008 cos ÆE (1— cos LE) |. 


Sur la figure 95 est représentée la surface de distribution de ces 
<ontraintes suivant la section médiane z = h/2 au cas d’un cube 


Fig. 95 
(4 = Ô = 1) quand t, = 20°, o = 1/3. La contrainte de compression 
maximale au centre du cube(==i=#-) sera : 
Ze = 10.108.208 UO MIT * 


X{[(—1)2,2+2(—1)21=489,3 kg/cm?. 


1. 


£s 
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